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Введение

Актуальность темы исследования. Вихревые структуры, наблюдаемые в разнооб

разных непрерывных средах, в том числе в океане и атмосфере, являются крайне популяр

ными объектами для исследования. Интерес к этим структурам в океанологии обусловлен

их важнейшей ролью в формировании мезо- и суб-мезомасштабной динамики океанических

потоков. В то же время, современные исследования показывают, что крупномасштабная цир

куляция в океане также подвержена существенному влиянию вихревых структур. Дополни

тельной мотивацией для исследования вихревых структур является то, что они, по-видимому,

остаются устойчивыми на обширном интервале масштабов с характерными размерами, рав

ными десяткам и сотням километров, и временами существования, измеряемыми месяцами

и даже годами. Статистические методы оценки количества таких структур по спутниковым

данным показывают, что одновременно могут существовать десятки тысяч вихревых струк

тур в различных областях Мирового океана. Наблюдаются как локализованные вихри, то

есть находящиеся в ограниченной области достаточно длительное время, так и перемещаю

щиеся вихри, преодолевающие сотни и тысячи километров, оставаясь при этом когерентыми

и сохраняя свою гидрологическую структуру. Последнее свойство особенно важно, так как по

средством таких долгоживущих распространяющихся вихрей осуществляется транспорт вод

с определенными характеристиками в области океана со значительно отличающимися свой

ствами вод. Известно, что изолированные монопольные вихревые структуры, находящиеся

в однородном потоке с ровным дном, не перемещаются в пространстве. Чтобы монопольный

вихрь начал движение необходимо наличие либо бета-эффекта, либо неоднородностей дна,

либо фонового потока, либо вихрь должен образовать с другими вихрями мультипольную

структуру. Тогда такие структуры могут формировать самодвижущиеся объекты. Причем

расстояния, преодолеваемые подобными вихрями, сильно зависят от направления вращения

отдельных вихрей внутри мультиполей. Так, если внутри мультиполя преобладают вихри

одинакового направления вращения, то он будет вращаться в относительно локализованной

области. Если же общая завихренность мультиполя будет близка к нулю, при этом он бу

дет состоять из достаточно интенсивных вихрей, вращающихся в разные стороны, то можно

ожидать, что подобная структура может преодолевать значительные расстояния, двигаясь

практически равномерно и прямолинейно. Помимо этого, океанические потоки часто суще

ственно стратифицированы, с ярко выраженной слоистой структурой. Динамика вихревых

структур, принадлежащих одному слою, в целом, соответствует аналогичной однослойной

(баротропной) конфигурации, однако, если вихри находятся в разных слоях, то их взаимо
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действие меняет характер. В реальных условиях редко встречаются изолированные вихревые

структуры. Чаще всего, вихри испытывают внешнее влияние, которое в линейном прибли

жении моделируются сдвиговым потоком. Наличие сдвигового потока может оказывать зна

чительное влияние на эволюцию вихревых структур. Например, в зависимости от собствен

ной интенсивности и параметров сдвига, вихревая структура, которая без внешних потоков

оставалась бы когерентной в некоторой ограниченной области, может начать разрушаться,

порождая новые изолированные вихревые структуры, расходящиеся от центра сдвига. Еще

одним фактором, существенно влияющим на динамику вихревых структур в океане, является

наличие топографических неоднородностей, таких как подводные изолированные возвышен

ности и искривленная береговая черта. Так, например, большой объем экспериментальных

данных подтверждает наличие топографически-захваченных вихрей, то есть областей за

мкнутой рециркуляции, генерируемых взаимодействием внешнего потока и топографических

неоднородностей. Окрестности топографически-захваченных вихрей известны своей высокой

биопродуктивностью, так как наличие практически стационарной замкнутой рециркуляции

увеличивает концентрацию био- и зоопланктона. Наличие бухт вдоль береговой черты также

оказывает значительное влияние на вихревые структуры, движущиеся вдоль них. В некото

рых случаях, если вихрь является достаточно интенсивным, он может быть захвачен внутри

такой бухты, которая будет играть роль своеобразного потенциального барьера для его тра

ектории. При этом форма бухты будет определять траекторию движения вихря. Помимо соб

ственно динамики вихрей значительный интерес для исследования представляет поведение

окружающей жидкости, которая не принадлежит самим вихревым структурам, но при этом

может смешиваться с жидкостью внутри вихрей, захватываться и переноситься этими вих

рями. Посредством такого смешения происходит обмен водными массами между вихрями и

внешними потоками. В рамках диссертационной работы рассматривается ряд теоретических

моделей вихревых взаимодействий, описывающих динамику одного или нескольких вихрей

внутри баротропных и стратифицированных квази-геострофических потоков при наличии

сдвиговых внешних потоков и топографических особенностей.

Цели и задачи диссертационной работы:

Список целей:

1. Исследование регулярной и нерегулярной динамики в окрестности топографически

захваченных вихревых структур, индуцируемых взаимодействием потоков с нерегуляр

ностями дна и искривленными границами.

2. Анализ динамики свободных вихревых структур в постоянном и переменном сдвигово
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вращательном потоке.

3. Исследование влияния стратификации потока на поведение свободных и захваченных

вихревых структур.

Для достижения поставленных целей были решены следующие задачи:

1. Исследование регулярного и нерегулярного переноса пассивной примеси в окрестно

сти топографического вихря в баротропной и многослойной постановках. Определение

размера области заведомо регулярного переноса примеси в окрестности интенсивных

топографически захваченных вихрей при наличии нестационарных внешних потоков.

2. Определение условий, приводящих к появлению топографических торообразных вих

рей в баротропной вращающейся жидкости, анализ стационарной и возмущенной кон

фигураций.

3. Определение условий, приводящих к локализованному и нелокализованному движению

монопольного и дипольного точечных вихрей, движущихся в окрестности подводной

преграды в баротропной и бароклинной постановках. Определение характера взаимо

действия самодвижущихся вихревых структур с изолированной подводной возвышен

ностью в случае, когда вихревая структура располагается в одном слое и в случае

двухслойной вихревой структуры (хетона).

4. Анализ динамики точечного вихря и сопутствующего переноса пассивной примеси вдоль

прямолинейной границы с выемкой в виде сектора окружности. Исследование переноса

пассивной примеси в простейшей модели излучения вихрей за цилиндрической прегра

дой (модель Фёппля).

5. Исследование динамики двух точечных вихрей произвольных интенсивностей, испыты

вающих влияние внешнего деформационного потока, состоящего из линейных сдвиго

вых и вращательных компонент. Поиск локализованных и нелокализованных режимов

движения вихревой системы, а также анализ перемешивания жидких частиц в обоих

случаях.

6. Оценка совместного влияния хаотической адвекции и мелкомасштабной турбулентной

диффузии на поток жидких частиц из ядра вихря с помощью модели эволюции рас

пределенного эллипсоидального вихря, помещенного в линейный сдвиговый поток.
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Научная новизна. Все представленные результаты являлись новыми на момент пуб

ликации в рецензируемых журналах.

Показано, что тороидальный топографический вихрь может появляться в неограничен

ной баротропной жидкости в окрестности симметричной изолированной топографической

преграды произвольного кусочно-постоянного профиля.

Баротропная самодвижущаяся вихревая структура при взаимодействии с топорафиче

ской преградой может захватываться в окрестностях топографической преграды. Бароклин

ный самодвижущийся диполь может совершать непредсказуемое количество оборотов вокруг

топографической преграды, в то время как захват баротроного диполя является регулярным.

При наличии внешнего вдольберегового течения, изолированный вихрь может быть за

хвачен округлой выемкой, при этом совершая в ней периодические колебания. Также, в про

стейшей модели динамики двух вихрей за округлой преградой, показано, что при смещении

с их положений равновесия, вихри начинают периодически колебаться. Такое периодическое

движение вихрей играет роль периодического возмущения для жидких частиц в их окрест

ности, в результате жидкие частицы хаотически перемешиваются и переносятся в потоке.

Проанализирована эффективность перехода к хаотическому движению жидких частиц

в окрестности двух точечных вихрей произвольных интенсивностей, помещенных в линей

ный сдвиговый поток в баротропной жидкости на 𝑓–плоскости. В случае, если компоненты

линейного сдвигового потока и внешнего вращения гармонически меняются с разными ам

плитудами, показана возможность параметрической неустойчивости, приводящей к смене

типа движения двух-вихревой конфигурации.

В задаче эволюции эллипсоидального вихря в бароклинной жидкости с линейным про

филем частоты плавучести, помещенного в линейный деформационный поток, проанализи

ровано совместное влияние детерминированной нерегулярной динамики и турбулентной диф

фузии. Показано, что нерегулярная детерминированная динамика усиливает поток жидких

частиц из ядра вихря во внешнюю область, что способствует более быстрой потере завихрен

ности вихревой структурой.Показано, что при наличии вертикальной компоненты диффузии

(которая на порядки слабее по сравнению с горизонтальными компонентами), ее влияние

сравнимо с влиянием горизонтальных компонент.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты, изложенные в диссерта

ции, показывают сложность взаимодействия вихревых структур при наличии неоднородных

потоков и топографических преград. Результаты имеют, в первую очередь, теоретический

характер, демонстрируя типичные динамические картины взаимодействия малого числа изо

лированных вихрей. Помимо этого, методы, применяемые в работе для описания переноса



8

примеси, могут быть использованы для исследования лагранжевого транспорта в полях ско

рости, полученных с помощью спутниковой альтиметрии и океанических моделей высокого

разрешения.

Методология и методы исследования. В диссертации используется комбинация

аналитических и численных методов решения динамический уравнений эволюции вихревых

структур. Динамические уравнения описываемых процессов получены в рамках общеприня

тых подходов: квази-геострофическое приближение для слоистых геофизических потоков,

точечные и распределенные вихри в качестве модели изолированных вихревых структур.

Используется теория дельта-коррелированных случайных процессов для учета влияния мел

комасштабной диффузии на транспорт пассивной примеси.

Положения, выносимые на защиту:

1. Показано, что тороидальный топографический вихрь может появляться в неограничен

ной баротропной жидкости в окрестности симметричной изолированной топографиче

ской преграды произвольного кусочно-постоянного профиля. В таком вихре, жидкие

частицы двигаются по поверхности правильных торов, периодически опускаясь и всплы

вая в вертикальном направлении.

2. Баротропная самодвижущаяся вихревая структура (вихревой диполь) при взаимодей

ствии с топорафической преградой в неограниченной жидкости без фоновых потоков

может совершать два типа движения: (а) нелокализованная динамика – диполь продол

жает свое направленное движение после взаимодействия с топографической преградой;

(б) локализованная динамика – диполь квази-периодически колеблется вокруг топогра

фической преграды. Бароклинный самодвижущийся диполь (хетон) имеет аналогичные

типы движения: локализованное и нелокализованное. Однако показано, что захвачен

ный хетон может совершать непредсказуемое количество оборотов вокруг топографи

ческой преграды, в то время как захват баротроного диполя является регулярным.

3. При наличии искривленных границ, изолированные вихри могут быть захвачены в

окрестности особенностей границ. При периодическом возмущении внешнего течения,

динамика вихрей в окрестности особенностей может быть нерегулярной. В случае, ко

гда вихри захватываются в окрестности особенностей, их колебания могут служить

возмущением для движения жидких частиц в их окрестностях, тчо приводит к эффек

тивному перемешиванию.

4. Проанализирована эффективность перехода к хаотическому движению жидких частиц
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в окрестности двух точечных вихрей произвольных интенсивностей, помещенных в ли

нейный сдвиговый поток в бароклинной слоистой жидкости на 𝑓–плоскости. Показана

возможность параметрической неустойчивости, приводящей к смене типа движения

двух-вихревой конфигурации, при наличии гармонисечких колебаний сдвигового пото

ка.

5. В задаче эволюции эллипсоидального вихря в бароклинной жидкости с линейным про

филем частоты плавучести, помещенного в линейный деформационный поток, проана

лизировано совместное влияние детерминированной нерегулярной динамики и турбу

лентной диффузии. Показано, что нерегулярная детерминированная динамика усили

вает поток жидких частиц из ядра вихря во внешнюю область, что способствует более

быстрой потере завихренности вихревой структурой.Показано, что при наличии вер

тикальной компоненты диффузии, ее влияние сравнимо с влиянием горизонтальных

компонент, что приводит к существенно более интенсивному потоку частиц из ядра

вихря.

Степень достоверности и апробация результатов. Основные результаты диссерта

ции докладывались на следующих конференциях: "Конференция молодых ученых Тихооке

анского океанологического института"(Владивосток, 2009, 2010, 2011, 2013, 2016), "Потоки

и структуры в жидкостях. Физика геосфер"(Москва, 2009; Владивосток, 2011), "2nd Intern.

Сonf. on the High-Reynolds Number Vortex Interactions"(Брест, Франция, 2009), "European

Geosciences Union. General Assembly"(Вена, Австрия, 2010), "23rd International congress of

theoretical and applied mechanics"(Пекин, Китай, 2012), "Nonlinear Processes in Oceanic and

Atmospheric Flows"(Мадрид, Испания, 2012, 2016), "IUTAM Symposium on Vortex Dynamics:

Formation, Structure and Function"(Фукуока, Япония, 2013), "Регулярная и хаотическая гид

родинамика"(Ижевск, 2014), "American Physical Society. Division of Fluid Dynamics. 68th

Annual Meeting"(Бостон, США, 2015), "IAPSO. 26th General Assembly of the International

Union of Geodesy and Geophysics (IUGG)"(Прага, Чехия, 2015), "Dynamics of concentrated

vortices"(Новосибирск, 2016), "Dynamical systems and fluids"(Бремен, Германия, 2017), "Vortices

and coherent structures: from ocean to microfluids"(Владивосток, 2017), "Комплексные исследо

вания мирового океана"(Москва, 2017), "Vortex Equilibrium and Dynamics in Geophysics"(Рим,

Италия, 2018). Неоднократно на семинаре по "Нелинейной динамике"в ТОИ ДВО РАН, се

минаре по "Гидродинамике"в Институте водных проблем РАН, отчетной сессии программы

Президиума РАН по "Нелинейной динамике"в Институте океанологии РАН.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 34 печатных работах, из них
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34 статей в рецензируемых журналах [1–34].

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положения, выносимые

на защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные работы. Подготовка

к публикации полученных результатов проводилась совместно с соавторами, причем вклад

диссертанта был определяющим. Все представленные в диссертации результаты получены

лично автором.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 6 глав, из них

первая глава – обзорная, заключения и списка литературы. Общий объем диссертации 222

страниц, из них 184 страницы текста, включая 90 рисунков. Список литературы включает

597 наименований на 38 страницах.
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Глава 1

Мезомасштабные вихри в океане. Подходы к

исследованию лагранжевой динамики

Основная тема настоящей работы – изучение взаимодействия изолированных вихрей

между собой, с фоновыми потоками и с неоднородностями рельефа в рамках квази-геост

рофических моделей. Предполагается, что вихри, описываемые такими моделями, являются

устойчивыми когерентными структурами. В данной главе будут представлены основные под

ходы теоретического исследования таких структур, начиная от анализа большого объема

данных спутниковых наблюдений и заканчивая моделями одиночных изолированных вих

рей. Общей чертой всех рассматриваемых задач является то, что они, в своей основе, опи

раются на отслеживание траекторий определенных характеристик потока, то есть являются

лагранжевыми. Данный подход получил широкое распространение в последнее время бла

годаря резко увеличившимся вычислительным возможностями численного моделирования,

а также большому количеству данных спутникового мониторинга. В результате появилась

возможность вычислять в моделях конкретные траектории индивидуальных объемов жид

кости. При этом дальнейший анализ полученных нестационарных траекторий проводится с

помощью методов теории динамических систем. Подробные обзоры современного состояния

исследований динамики океана с помощью подобных методов можно найти в обзорах [35–41].

Сравнение различных методов для определения гиперболических областей в потоках, задан

ных на конечных временах, приводится в работах [42, 43].

Лагранжев подход также является привлекательным для исследования динамики коге

рентных океанических структур в связи с тем, что широкое распространения получили раз

личные дрифтеры, чье положение в пространстве отслеживается практически в реальном

времени. Важным выводом, получаемым в результате анализа таких дрифтеров, является

то, что океанические потоки могут быть, как достаточно регулярными, так и нерегулярными.

При этом, методы теории динамических систем дают возможность определить индикаторы,

правдоподобно описывающие динамику одиночного дрифтера.

В одной из ранних работ [44] анализируются траектории всего трех буев, находящихся

в Тихом океане и отслеживаемых через спутник в течении одного года. Оценивается колмо

горовская энтропия и корреляционная размерность. Используя стандартные методы теории

динамических систем, авторы показывают, что траектории данных буев имеют фрактальную
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структуру в физической плоскости. При этом, авторы указывают, что такие траектории мо

гут с большой вероятностью появляться в турбулентных системах, т.е. системах с большим

числом степеней свободы. Однако, в том числе возможен случай, когда подобные траектории

наблюдаются в детерминированных системах с малым числом степеней свободы. А наличие

подобных траекторий обуславливается существованием странных аттракторов.

В современных работах рассматривается значительно большее число дрифтеров. В 2012

году был проведен специальный эксперимент (GLAD – Grand Lagrangian Deployment) именно

с целью обнаружения структур, характерных для детерминированной нерегулярной динами

ки [45, 46]. В рамках эксперимента 295 дрифтеров были размещены в северо-восточной части

Мексиканского залива в июле 2012 года.

Анализируя результаты эксперимента с помощью геометрических методов выделения

лагранжевых когерентных структур, авторы работы [45] показали, что материальные ги

перболические линии, выделяемые в поле скорости, полученном по данным альтиметрии,

накладывают существенные ограничения на движение дрифтеров. Авторы указывают на

то, что выделенные когерентные структуры концентрируют в себе дрифтеры. В частности,

за неделю до размещения дрифтеров, в области разлива нефти с платформы "Deepwater

Horizon"образовался материальный филамент специфической формы. С течением времени

форма разлива нефти стала соответствовать структуре данного филамента. Более подроб

ный анализ геометрии разлива нефти, ее связь с формой лагранжевых когерентных структур

приведен в работе [47].

Метод, основанный на теории когерентных множеств, применяется в работе [48] для

анализа траектории движения ринга, оторвавшегося от течения Агульяс. Когерентные мно

жества в данном случае являются областями в жидкости, через которые протекает наимень

шее количество жидкости, т.е. они являются естественными барьерами для адвекции жидких

частиц. С помощью представленного метода, авторы отслеживают эволюцию ринга и его по

степенное разрушение в течении двух лет.

Комплексный анализ, включающий в себя численное моделирование и эксперименталь

ные наблюдения, мезомасштабных и суб-мезомасштабных физических процессов на запад

ном континентальном шельфе в Лионской бухте в северо-западной части Средиземного моря

проводился в рамках проекта LATEX (Lagrangian Transport Experiment) [49–53]. В рамках

проекта изучались мезомасштабные вихри, вырабатывались стратегии их идентификации в

сложным полях скорости, а также оценивались параметры горизонтального перемешивания,

вызванного вихревой динамикой.

Вообще, в связи с увеличивающимся количеством различных дрифтеров, лагранжевы



13

методы выделения когерентных структур и анализа их динамики в океане становятся все

более востребованными. Примерами могут служить работы [54–56], в которых рассматри

вается распространение радиоактивной жидкости после аварии на атомной электростанции

Фукусима в Японии в 2011 году. Авторы [57] сопоставляют траектории дрифтеров с положе

нием лагранжевых когерентных структур, восстановленных в поле скорости, полученном по

данным радаров, в бухте Монтерей в Калифорнии. Авторы подтверждают, что дальнейшее

поведение дрифтеров лучше предсказывается с помощью лагранжевых когерентных струк

тур, чем непосредственным анализом поля скорости и данных о течениях. В работе [58]

сравниваются траектории 80 поверхностных дрифтеров, выпущенных в одном из заливов

Массачусетса в США, с данными трех высокочастотных радаров, установленных на побе

режье. В результате авторы сравнивают, полученное по данным с радаров, эйлерово поле

скорости с лагранжевыми траекториями дрифтеров. В аналогичной работе [59] оценивается

лагранжев перенос в Лигурийском течении в северо-западной части Средиземного моря с по

мощью данных радаров, дрифтеров, а так же с привлечением численной модели циркуляции.

Обзор современного состояния дан в работе [60].

За пределами обзора остаются работы, посвященные натурным измерениям характери

стик вихревых структур. Далее рассмотрим различные подходы задания полей скорости, в

которых присутствуют вихревые структуры.

1.1. Поля скорости, полученные из данных спутниковой

альтиметрии

Благодаря резкому увеличению объема и качества данных спутникового мониторинга

поверхности океана, появилось множество работ по анализу количества и характеристик

вихревых структур как во всем океане, так и в его регионах. Эти работы подтверждают,

что количество подобных когерентных структур, которые надежно определяются из данных

спутниковых наблюдений, огромно. При этом, даются общие оценки динамики ансамблей

таких вихрей без объяснения детальной эволюции каждого из них. То есть, информации,

полученной по данным спутникового мониторинга, зачастую недостаточно для предсказания

эволюции конкретной вихревой структуры. В этом случае, необходимо использовать модели

изолированных вихрей. В то же время, анализ глобальной вихревой динамики с помощью

данных спутниковых наблюдений, позволяет оценить ее вклад в общую циркуляцию океанов.

Авторы одной из самых цитируемых работ последнего времени [61] проанализирова

ли десятилетние данные высоты поверхности океана на предмет вклада мезомасштабной
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изменчивости в общую энергетику океанических потоков. По их методике вклад вихревых

структур с с амплитудами 5–25 см и диаметром 100–200 км составил более 50 процентов.

Наблюдаемые вихри распространяются практически строго на запад примерно на скорости

бездисперсных волн Россби, причем циклонические вихри имеют тенденцию к отклонению

к полюсам, в то время как антициклоны – к экватору. Так же указывается, что подавляю

щее большинство этих вихрей являются нелинейными, что отличает их от линейных волн

Россби. Алгоритм восстановления замкнутого контура вихря и его траектории основан на

вычислении параметра Окубо–Вайсса [62]. Количество отслеживаемых вихрей в результате

оказалось около 112000. 45 процентов из них отслеживались менее 3 недель. Авторами также

отмечается, что нет заметной разницы между количеством циклонических и антициклониче

ских вихревых структур с временем жизни более 4 недель, которые достоверно выделяются с

помощью их методики (31120 и 30898, соответственно). В тоже время на региональном уровне

диспропорция между циклоническими и антициклоническими вихревыми структурами мо

жет быть существенной. Авторы указывают, что, в соответствии с выбранным критерием,

средний размер вихревых структур равен ∼ 200 км в изобилующих вихрями низких и сред

них широтах и ∼ 100 км в высоких широтах. 83 процента отслеживаемых вихрей оказались

нелинейными с параметром нелинейности от 1 до 4. В заключении авторы указывают, что

определение доли изменчивости высоты поверхности океана, принадлежащей когерентным

вихрям, достаточно субъективно, так как граница когерентного вихря в таком случае опре

деляется не точно, а, иногда, вовсе неверно. В тоже время, данная работа явно указывает на

чрезвычайно большой вклад мезомасштабных когерентных структур в общую изменчивость

океанических потоков.

В статье [63], развивающей идеи работы [61], используются 16–летние данные откло

нения уровня поверхности океана. Ограничиваясь анализом вихревых структур с временем

жизни не менее 16 недель, авторы определяют 35891 вихрей с диаметром больше 100 км.

Делается интересное наблюдение, что циклонических вихрей наблюдается немного больше,

но в то же время среди долгоживущих вихрей, распространяющихся на большие дистанции,

небольшой перевес в сторону антициклонических вихрей. Как и в предыдущем исследовании,

большинство вихрей оказываются сильно нелинейными, что говорит о том, что такие вихри

крайне эффективно переносят жидкость и примесь в ней на значительные расстояния. Та

же группа авторов продолжает анализировать 10–летние данные спутниковых наблюдений

уровня поверхности океана, сравнивая его с данными по изменчивости хлорофилла, в ра

боте [64]. Обнаружено, что влияние мезомасштабных вихрей на концентрацию хлорофилла

крайне велико, а на масштабах в 2–3 недели является определяющим.
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В работе [65] используется смешанный подход, состоящий из анализа поля скорости,

полученного с помощью данных альтиметрии, и траекторий буев Арго, для определения

сигнатур, которые оставляют глубоководные средиземноморские линзы на поверхности. Пе

ремещаясь внутри водного столба, такие вихри меняют формы изопикн, в результате в верх

нем слое жидкости образуется поле отрицательной потенциальной завихренности. Анализ

показал, что при образовании или ускорении вихря, может образовываться положительная

завихренность, однако, в большинстве случаев, за таким вихрем следует отрицательная за

вихренность на поверхности. Используя теорию геострофического баланса, авторы получают

аналитические оценки интенсивности поверхностного сигнала, который генерируется глубо

ководными вихрями. Отмечено, что сигнал существенно зависит от стратификации поверх

ностного слоя океана.

В работе [66] оценивается вклад мезомасштабных вихрей в общий горизонтальный пе

ренос различных характеристик, таких как тепло, соленость, пресная вода, растворенный

углекислый газ. Оценивается именно перенос таких харакетристик индивидуальными вих

ревыми образованиями. Используя данные спутниковой альтиметрии и данные с буев Арго,

авторы показывают, что индуцированный вихрями зональный транспорт массы, проинтегри

рованный по меридиональному направлению, может достигать значение 30–40 ·106 м3c−1.

Такой поток сравним по порядку величины с потоком, создаваемым крупно-масштабной цир

куляцией, которая, с вою очередь, появляется за счет ветрового воздействия. Аналогичный

подход используется в работе [67]

Классификация мезомасштабных вихревых структур в Южном океане проводится в ра

боте [68]. Для этого авторы используют спутниковые данные уровня и температуры поверх

ности океана, а также данные дрифтеров. За период с 1997 по 2010 годы, авторы выделяют

более миллиона мезомасшатбных вихревых структур, причем авторам удалось отследить по

ведение около 100 тысяч из них на протяжении одного месяца и более. Авторы указывают,

что выделенные вихревые образования могут достигать глубин до 2 км, и, что вид профи

лей температуры и солености усредненного вихревого образования, наводит на мысль, что

такое усредненное вихревое образование захватывает окружающую жидкость в своем ядре,

а также индуцирует перемешивание в своей окрестности.

Работ, аналогичных рассмотренным, но касающихся определенной области океана, в

последнее время появляется все больше. Укажем некоторые из них [69–73].

В тоже время, во всех указанных работах отмечается, что процесс определения раз

мера и положения вихря является достаточно субъективным и может давать существенно

различные результаты в зависимости от вида критерия автоматического выделения вихре
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вой структуры. Поэтому исследователи пытаются, помимо исключительного использования

большого количества данных, включить в свои алгоритмы физические подходы и методы,

применяемые в теории динамических систем. В результате получаются гибридные методы,

основанные на хорошо изученных простых моделях изолированных вихрей. Примером такой

работы служит [74]. Авторы берут за основу понятия из теории стационарных динамических

систем, чтобы определить неподвижные точки в поле скоростей, полученных по данным аль

тиметрии. Далее, предполагая медленные изменения характеристик потока, авторы отслежи

вают положения данных стационарных точек для последовательных промежутков времени.

Радиус вихря при этом определяется как расстояние между таким образом определенным

центром вихря и ближайшей гиперболической стационарной точкой. Несмотря на то, что

метод, очевидно, может применяться только для почти стационарных потоков, авторы пока

зывают, что для некоторых областей океана, результаты по определению и отслеживанию

вихрей являются приемлемыми.

Аналогичный подход представлен в работах [75–77] для анализа транспортных свойств

вихревых структур, распространяющихся в Японском и Охотском морях. Центры вихрей

определяются как стационарные эллиптические точки в мгновенном поле скорости в конкрет

ный момент времени. В тоже время, данное исследование дополнено анализом различных

лагранжевых характеристикам, который показывает качественное согласование с положени

ями найденных эллиптических точек.

В последнее время появляются работы, где, используя данные спутниковых наблюдений

возвышения поверхности океана, предпринимаются попытки восстановить, хотя бы в квази

геострофическом приближении, поле скорости в подповерхностном слое. Данное направление

также крайне важно, так как общеизвестно, что существуют глубоководные долгоживущие

вихри, чье влияние на поверхностную динамику может быть существенным.

Авторы работы [78] разрабатывают метод для экстраполяции данных спутниковых на

блюдений поверхностной плотности и уровня в глубину. Для этого устанавливается связь

с приповерхностными полями с помощью соотношений, применяемых в рамках квази-гео

строфического приближения. Приповерхностные поля дополняются за счет баротропной и

первых бароклинных мод. Данный метод тестируется на примере трех областей в Северной

Атлантике с использованием данных моделирования с высоким разрешением. В частности,

указывается, что метод крайне эффективен в высокоэнергетичных районах продолжения

Гольфстрима и в высоких широтах с глубоким перемешанным слоем. В тоже время, в менее

энергичных районах восточных субтропиков, метод так же дает допустимые оценки. Данная

работа представляет хороший вариант симбиоза между анализом большого массива данных,
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полученных с помощью спутниковых измерений или моделирования, и идей, развитых для

упрощенным моделей эволюции вихревых структур.

1.2. Поля скорости, полученные с помощью вихреразрешающих

моделей циркуляции

Помимо данных спутниковых наблюдений, поля скоростей, изобилующие мезомасштаб

ными вихревыми структурами, можно получать с помощью современных моделей общей

циркуляции отдельных водоемов и океана в целом. Преимуществом такого подхода является

то, что поле скорости задается во всех узлах сетки изначально без необходимости проводить

процедуру интерполяции. Так же важным фактором является то, что, помимо горизонталь

ных скоростей, в моделях также определяются и вертикальные скорости, т.е. появляется

возможность изучать пространственную изменчивость когерентных вихревых структур.

В работе [79] с помощью методов теории динамических систем анализируется циркуля

ция вод в Южном океана. Поле скорости для данного анализа получено из модели глобаль

ной океанической циркуляции. Авторы приводят пересечения индивидуальных траекторий,

опоясывающих Антарктику, с вертикальной плоскостью пролива Дрейка. Таким образом, по

лучая сечения Пуанкаре, т.е. положение траекторий через определенный период во времени

или пространстве. Анализируя данные сечения, авторы указывают на разительные отличия

регулярных траекторий, принадлежащих центральной области Антарктического циркумпо

лярного течения, и хаотических траекторий из соседних областей.

Комбинированный подход используется авторами работы [80] для изучения свойств вих

ревых структур в Калифорнийском течении. Авторы используют данные спутниковых на

блюдений а также поле скорости, вычисленное с помощью региональной модели океаниче

ской циркуляции (Regional Ocean Modelling Systems (ROMS)) [81]. Авторам удалось добиться

хорошего соответствия между результатами обоих подходов. Большинство выделенных вих

рей имели размеры от 25 до 100 км. Благодаря влиянию 𝛽-эффекта многие вихри двигались

в западном направлении со скоростями около 2 км/ч. Указывается, что наиболее долгоживу

щими оказались циклонические вихри. Большинство выделенных вихрей имеют жизненный

цикл не более одного сезона. Ядра вихрей достигают глубин в 800–1000 м. и имеют сложную

вертикальную структуру. Многие вихри определены как сильно нелинейные и поэтому могут

переносить значительные объемы жидкости, обеспечивая интенсивный водообмен.

Аналогичный комплексный подход применяется в работе [82] для выявления механиз

мов генерации мезомасштабных вихревых структур в Лионском заливе в Средиземном море.
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Используются данные высокочастотных радаров и численная модель региональной цирку

ляции [83]. Особое внимание уделено анализу влияния ветрового форсинга на зарождение

вихревых структур. Показано, что ветровой форсинг является важнейшим фактором для

двух различных механизмов генерации: сильный северный ветер индуцирует завихренность,

которая становится заметна после ослабления ветра; южный ветер генерирует антициклони

ческий вихрь, который отрывается от побережья.

В работах [84, 85] с помощью модели динамики океана Института вычислительной ма

тематики РАН рассчитывались сценарии распространения примесей в областях с сильным

вихревым влиянием: в области загрязнения с АЭС Фукусима и прилегающего района продол

жения Куросио, а также в области Большого Сочи в Черном море, соответственно. Авторы

показали, что вихревая динамика играет определяющую роль в эволюции примеси в дан

ных областях. Помимо этого указывается, что важную роль играет трехмерная структура

вихрей. То есть, учет вертикальной стратификации существенен для такого типа задач.

C помощью вихреразрешающей модели океана проводится оценка количества Средизем

номорских вихрей (Meddies), попадающих в Атлантический океан [86]. В работе показано,

что вихри, которые существуют в виде когерентных структур более 90 дней, появляются с

частотой 12 штук в год, причем 12 процентов от этого числа являются циклоническими. Ес

ли рассматривать вихри, существующие, более 15 дней, то частота появления увеличивается

до 40 штук в год с 30 процентами циклонов. По мере движения вихрей от места зарождения,

их радиус обычно увеличивается с 15 до 30 км. Средние аномалии температуры и солености

меньше для циклонов, которые также медленней вращаются, менее глубоки и более узки по

сравнению с антициклонами. Тем не менее, циклоны проще выделяются и отслеживаются на

глубине в 600 м. Наиболее продолжительные траектории движения также зарегистрированы

для циклонов.

Различные лагранжевы характеристики вычисляются в работе [87] для анализа движе

ния вод в заливе Петра Великого Японского моря. Поле скорости, для которого вычисляются

данные характеристики получено с помощью прогностической численной модели циркуляции

синоптического масштаба. В полученном поле скорости наблюдаются вихревые когерентные

структуры, которые оказывают существенное влияние на движение водных масс в данной

области.

Несмотря на растущие вычислительные мощности, разрешить все масштабы, которые

влияют на поведение отдельного лагранжевого трассера не представляется возможным, по

этому нужны различные методы интерполирования и аппроксимации. Авторы работы [88]

анализируют влияние сглаживания эйлеровых полей скорости на предсказуемость движения



19

лагранжевых трассеров. Поле скорости в данном случае генерируется с помощью квази-геост

рофической модели, разрешающей множество турбулентных масштабов. Результаты анализа

показывают, что сглаживание существенно влияет на траектории трассеров. Далее резуль

таты сравниваются со стохастической моделью адвекции частиц [89, 90], в которой отсут

ствуют выделенные когерентные структуры. Показано, что наличие когерентных структур

в квази-геострофической модели является важнейшим фактором, влияющим на эволюцию

лагранжевых трассеров.

Метод, предложенный в работе [78] в рамках квази-геострофического приближения для

получения подповерхностных полей скорости с помощью данных поверхностной плавучести

и высоты уровня, развивается с помощью введения вспомогательных аналитических реше

ний для параметризации вертикальной скорости. Одно из решений включает в себя экс

поненциальную стратификацию, второе – слабо стратифицированный поверхностный слой

для параметризации перемешанного слоя. Данные модификации исходного метода сравни

ваются с полями скорости, полученными посредством численного моделирования Северной

Атлантики. Авторы показывают, что простое экспоненциальное решение дает реалистичные

подповерхностные поля скорости и плотности вплоть до глубины в 1000 м. Добавление ана

литической параметризации для приповерхностного перемешанного слоя улучшает оценку

в высоких широтах, где перемешанный слой глубже. Авторы указывают на то, что именно

в перемешанном слое наиболее применим подход, использующий поверхностное квази-геост

рофическое приближение. Ниже этого слоя доминирует первая бароклинная мода, которая

хорошо аппроксимируется аналитическим решением с экспоненциальной стратификацией.

Численная модель MITgcm [91] адаптирована для анализа трехмерной структуры пере

мешанного слоя в работе [92]. Анализ проводится с помощью выделения трехмерных коге

рентных структур и анализа их временной и пространственной изменчивости.

Важным аспектом моделирования циркуляции реальных водоемов – является парамет

ризация влияния на нее вихрей. В работе [93] вводится параметризация, основанная на уче

те поглощения крупномасштабной потенциальной энергии за счет симулирования генерации

вихрей неустойчивостью океанических течений. Такой путь поглощения энергии отсутству

ет в адиабатических моделях, не допускающих формирование мезомасштабных вихревых

образований.
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1.3. Динамические модели изолированных вихрей

Несмотря на огромный объем информации, доступный через спутниковые наблюдения,

общие закономерности динамики изолированных вихрей изучаются с помощью упрощенных

динамических моделей. Такие модели позволяют ограничить набор факторов, влияющих на

динамику вихрей, и далее уже проанализировать возможный вклад каждого из них. Преиму

ществом анализа небольшого набора факторов является то, что влияние каждого из них, как

правило, заметно выделяется в модели. Данная работа посвящена изучению именно таких

моделей вихревых структур.

Эффективность многих концептуальных характеристик, применяемых для анализа слож

ных нелинейных геофизических потоков, сначала проверяется на простых моделях. Одной из

самых известных является модель двойного круговорота (Double-Gyre Ocean Model). В дан

ной модели генерируется два стационарных круговорота внутри прямоугольного бассейна.

На границе соприкосновения этих двух круговоротов образуются неустойчивости, приводя

щие к появлению сложной структуры материальных линий. Так в работе [94] введена харак

теристика лагранжевого переноса – конечно-временные инвариантные многообразия. Данная

характеристика основана на геометрической интерпретации формы материальных линий в

потоке. Данные множества опоясывают когерентные структуры, таким образом выделяя их

из общего потока. В работе [95] данная характеристика применяется для баротропной вихре

разрешающей модели двух круговоротов и прослеживается эволюция вихревых образований.

Применение метода для турбулентного потока рассматривается в работе [96]. Хаотический

перенос примеси из одного круговорота в другой анализируется в работе [97].

Возможные аналитические решения для уравнений динамики изолированных квази-гео

строфических вихрей на 𝛽 – плоскости обсуждаются в обзорах [98–105]. Известным свойством

такого движения является то, что такой вихрь двигается с постоянной скоростью вдоль ли

нии постоянной широты [106]. Аналитические оценки для сингулярных точечных вихрей на

𝛽 – плоскости даны в работах [107–112]. Движение распределенного вихря в баротропной

постановке на 𝛽 – плоскости при наличии внешнего поля рассматривается аналитически в

работе [113]. Аналитические решения для изолированного гауссового вихря в баротропной

постановке получены в работах [114, 115]. Движение изолированного вихря в поле волны

Россби проанализировано в работе [116].

Траектория движения сингулярного вихря, помещенного в нелинейное сдвиговое поле

с малым значением завихренности, анализируется в работе [117].

Модели многослойных квази-геострофических потоков, в которых распространяются
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вихревые структуры, подробно рассмотрены в книге [118] (и ее английский дополненный

перевод [119]). Обзор работ, посвященных эволюции сингулярных квази-геострофических

вихрей в многослойных моделях приведен в работе [104]. Общие методы построения моделей

эволюции бароклинных сингулярных вихрей в квази-геострофическом приближении были

заложены в работах [109, 120, 121]. Динамика интенсивных распределенных вихрей в мно

гослойной постановке рассматривается в работах [122, 123]. Анализируется само-индуцируе

мое движение вихрей на 𝛽 – плоскости. Показано, что наряду с баротропными эффектами,

важную роль в эволюцию бароклинного вихря начинает играть его вертикальный наклон.

Хаотическая динамика вихрей в 𝑁 -слойной постановке анализируется в работе [124].

В работе [125] с помощью сингулярных вихрей моделируется взаимодействие двух по

верхностных антициклонических вихрей на 𝛽 - плоскости. Определены положения равнове

сия, при котором оба вихря двигаются в одном и том же южном или западном направлении,

при этом оставаясь на одном и том же расстоянии друг от друга в зональном направлении.

Указывается, что, по сравнению с меридиональным дрифтом изолированного антициклона,

два взаимодействующих антициклонических вихря могут двигаться в меридиональном на

правлении с существенно отличающейся скоростью.

Также интерес представляет динамика компенсированного вихря, чьи полюсы враще

ния располагаются на разных горизонтах по глубине (так называемый, хетон [126]) при

различных внешних условиях и при взаимодействии с другими структурами. Такая структу

ра отличается тем, что она транслирует себя на произвольные расстояния, как и баротропная

вихревая пара. Однако отличие заключается в том, что для наблюдателя на поверхности ви

ден только один вихрь с определенным направлением вращения. Различные режимы движе

ния такой структуры рассматриваются в работах [127–151]. Применимость модели эволюции

хетона для задачи конвекции рассматривается в работах [152–155].

В работах [156, 157] рассматриваются двухслойный и трехслойный компенсированные

вихри (т.е. вихри, состоящие из разнонаправленных одинаково-интенсивных вихрей, находя

щихся в разных слоях). Указывается, что несмотря на то, что такие структуры являются

сильно неустойчивыми и даже при малом возмущении формы распадаются на несколько

частей, дополнительные условия, такие как наличие промежуточного слоя или сильно раз

личающиеся параметры слоев двухслойной жидкости, могут приводить к усилению устойчи

вости, что и наблюдается в реальном океане. В работах [158–160] приведены аналитические

и численные оценки для эволюции модонов [161] в двухслойной жидкости на 𝛽 – плоскости

при наличии континентального склона. Аналитическая теория взаимодействия изолирован

ных вихрей с зональной волной Россби в квази-геострофическом приближении представлена
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в работе [162].

В работе [163] в рамках теории сингулярных бароклинных вихрей анализируется гори

зонтальный перенос пассивной примеси, индуцируемый одиночным сингулярным точечным

вихрем, находящимся в поле баротропного сдвигового потока. Взаимодействие двух сингу

лярных вихрей в бароклинной постановке при наличии сдвиговых внешних потоков изуча

ется в работе [164]. В этой же работе проводится качественное сравнение расчетных траек

торий вихрей с данными наблюдений движения двух тропических циклонов. Аналогичная

постановка рассмотрена в работе [165]. В работах [166–173] исследуется перенос примеси, ин

дуцируемый взаимодействием фиксированного сингулярного вихря, играющего роль изоли

рованной топографической преграды, с переменным плоским проточным течением. Перенос

пассивной примеси в задаче о взаимодействии слабовозмущенной четырехвихревой системы

рассматривается в работах [174–176]. Анализируются нестационарные картины эволюции

ансамблей пассивных примесей. C помощью модели геострофических сингулярных вихрей

строится конфигурация вихревой дорожки фон Кармана на 𝛽 – плоскости.

Приложение теории сингулярных геострофических вихрей к задачам эволюции вихре

вых образований вблизи границ рассматривается в работах [177, 178]. Модель отрыва завих

ренности от границы и ее последовательную концентрацию в виде локализованных вихревых

образований анализируют в работе [178]. Получено качественное согласование результатов

моделирования с данными наблюдений вихрей, оторвавшихся от вдольбереговых течений

Агульяс, Калифорнийского подводного течения и Канарского вихревого коридора.

Развитие теории эволюции точечных вихрей в ограниченных областях неканонических

форм на случай вращающейся жидкости приводится в работе [179].

Динамика взаимодействия изолированного вихря и сдвигового внешнего потока иссле

дуется в работе [180] с помощью модели точечного вихря и эквивалентной модели контур

ной динамики в баротропной постановке. Рассматривается случай простого сдвига скорости

с ярко-выраженной границей между циклонической и антициклонической частью. В рабо

те указывается, что вихрь может значительно искажать границу раздела сдвигового пото

ка. Возможны случаи "наматывания"границы раздела в соответствии с вращением вихря.

Обобщение задачи на случай движения изолированного вихря в окрестности границы разде

ла жидкости с неоднородной завихренностью на сферической невращательной поверхности

приводится в работе [181]. Случай движения цепочки вихрей анализируется в работе [182].

Динамика точечного вихря под воздействием сдвигового потока, индуцированного наличием

жесткой границы, изучается в работах [183, 184].

Аналитические модели прямолинейного и осциллирующего движения локализованного
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вихревого образования, с границей в виде окружности, не меняющейся в процессе движения,

предлагаются в работах [185, 186]. В данных моделях учитывается наличие континентального

склона, который индуцирует движения вихря на глубину. В то же время, данное движение на

глубину по склону балансируется наличием вращения. В результате модель демонстрирует

возможность движения глубоководного вихря по прямолинейной или осциллирующей траек

тории вдоль континентального склона. Усложненная модель, учитывающая поток частиц из

вихря во внешнюю среду и обратно, предлагается в работе [187].

Другим важным направлением исследований является анализ устойчивости различных

моделей распределенных вихрей. В данном случае подразумевается устойчивость формы

вихря к симметричным и асимметричным возмущениям, приложенным к явно выраженной

границе вихря. В этом ключе рассматриваются различные приближения гауссового вихря,

который не имеет четкой границы. Примером таких приближений являются вихрь Ранкина,

диполь Чаплыгина-Ламба, сферический вихрь Хилла, вся завихренность которых ограничен

на в некой компактной двухмерной или трехмерной областях. Примерами несимметричных

компактных вихрей являются эллиптические вихри Кирхгофа и Кида, обобщение на линейно

стратифицированную среду – эллипсоидальный вихрь. Примерами работ, рассматривающих

устойчивость границ таких структур к различным возмущениями, служат: [188–197], где рас

сматривается устойчивость вихря Ранкина; [198] – исследование устойчивости вихря Хилла;

[189, 199–202] – исследование устойчивости границы эллиптического вихря. Влияние различ

ных внешних возмущений на динамику эллиптического вихря рассматривается в работах

[203–213]. Динамика жидких частиц, возмущенная нестационарным движением эллиптиче

ских вихрей, анализируется в работах [214–216].

Помимо устойчивости формы изолированных распределенных вихрей интерес представ

ляет изучение устойчивости много-вихревых систем, т.е. определение возможных конфигу

раций вихрей, при которых все вихри остаются в локализованной области (для случая точеч

ных вихрей) или находятся в относительном равновесии (для случая распределенных вихрей,

которые могут разрушаться). Примерами служат работы [138, 217–228, 228–235].

Другим важным направлением, в котором активно используется модель точечных вих

рей, является исследование статистики ансамбля точечных вихрей, как простейшей дискрет

ной модели турбулентного потока. Идея представления сложного много-масштабного гидро

динамического потока ансамблем дискретных точечных вихрей разных интенсивностей при

надлежит Л. Онзагеру [236]. Отметим, некоторые работы по данному направлению. Срав

нение прямых методов моделирования уравнения Эйлера с моделью динамики ансамбля

точечных вихрей проведено в работе [237]. В работе [238] показано, что системы точечных
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вихрей, состоящих из 100 вихрей демонстрируют двойственную динамику. С одной стороны

– это низкоразмерная динамика вихревых диполей, с другой стороны – высокоразмерная

динамика, характерная для традиционных стохастических систем. В работе [239] рассмат

риваются стохастические возмущения ансамбля точечных вихрей. Авторы показывают, что

при наличии стохастических возмущений, вихри могут кластеризовываться. Причем положе

ния и размер кластеров будет коррелировать с начальным распределением вихрей. В работе

[240] используется модифицированная модель точечных вихрей, которая учитывает возмож

ность слияния вихрей. Статистический анализ ансамбля случайно расположенных точечных

вихрей проводится в работах [241–248]. Статистические особенности поведения ансамбля то

чечных вихрей на сфере анализируются в работах [226, 249–252].

Большинство результатов настоящей работы получено с помощью модели точечных

(сингулярных) вихрей. Данная модель показала свою эффективность при анализе сложных

вихревых конфигураций. В рамках геофизической гидродинамики ее применение оправдано

на мезо- и синоптических масштабах явлений [104, 105, 120, 134, 139, 140, 253–255], когда воз

можно пренебречь мелкомасштабными процессами. Так же необходимо, чтобы исследуемые

структуры сохраняли свою когерентность на рассматриваемых временах. Таким образом, ес

ли удается выделить взаимодействующие вихри как когерентные структуры на протяжении

всего взаимодействия, то модель точечных вихрей является простейшим подходом, дающим

достоверные оценки динамики соответствующих реальных объектов. В тоже время, при слия

нии и разрушении когерентных вихревых структур, модель изолированных точечных вихрей

перестает быть применимой.

1.4. Модели переноса и перемешивания жидких частиц,

индуцируемые струйными течениями и волнами

Многие эффекты вихревой динамики, связанные с переносом жидкости, так же наблю

даются в моделях струйных течений и волн Россби. Приведем ряд известных работ.

В работах [256, 257] приводится аналогия между волнами Россби и когерентными вихре

выми образованиями. Указывается, что при больших амплитудах вол Россби в окрестности

критических точек могут образовываться семейства областей замкнутой рециркуляции, кото

рые можно рассматривать, как взаимодействующие вихри. Анализ появления нерегулярной

динамики в сдвиговых зональных течениях на 𝛽 - плоскости приведен в работе [258]. Обзор

теоретических и экспериментальных работ по динамике в квази-двумерных вязких сдвиго

вых потоках приведен в статье [259].
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Работы [260–265] рассматривают переход от регулярной динамики к нерегулярной в

задачах переноса пассивных маркеров в волнах Россби на фоне сдвиговых потоков. Анали

зируются стационарные фазовые портреты, в которых возможны пересоединения сепаратрис

[266]. Используя методы из теории нелинейного резонанса [267], приводятся аналитические

оценки для разрушения транспортных барьеров внутри волн Россби и, следовательно, по

явление хаотического переноса примеси через данные барьеры. В работе [268] используется

теория интеграла Мельникова [269, 270] для оценки размеров области, подверженной сепара

трисному хаосу. Продемонстрировано, что характеристики переноса жидких частиц сильно

зависят от частоты колебаний меандрирующего потока. В качестве приложения модели, а

втором указывается, что интенсивные струйные течения, такие как Гольфстрим, могут иг

рать роль как барьеров для адвекции водных масс, так и источников перемешивания для

них. В частности, модель указывает на то, что интенсивное перемешивание возможно по

бокам струйного течения, где оно взаимодействует с периферийными бегущими волнами, в

то же время центральная часть струи выступает в роли барьера для адвекции. Сравнение

лагранжевых и эйлеровых идентификаторов хаотического поведения возмущенных сдвиго

вых потоков проводится в работах [271, 272].

Эволюция крупномасштабных вихревых структур при наличии сдвига скорости, обу

словленного, например, наличием двигающихся границ (случай течения Куэтта), исследует

ся теоретически с помощью гамильтоного формализма в работе [273].

Исследование процесса взаимодействия изолированного гауссового вихря со струйным

течением на примере простой кинематической модели приводится в работе [274]. Обнаружен,

что такое взимодействие может приводить к появлению поперечного транспорта жидких

частиц в струе. Так же показано, что траектории жидких частиц, вовлеченных в поперечный

транспорт могут быть как хаотическими так и регулярными. Чем ближе жидкая частицы

располагается к центру вихря, тем более регулярной будет выглядеть ее траектория.

Перенос и перемешивание жидких частиц в модели модулируемых бегущих волн в бинар

ной нагреваемой среде изучается в работах [275, 276]. Показано наличие трех характерных

областей в физическом пространстве. Первая область, область волны, в которой частицы

захватываются и переносятся вместе с ней. Вторая область – проточная, там где частицы не

захватываются волной и, следовательно, не переносятся ей. А также третья область – сепа

ратрисная область, в которой частицы хаотическим образом захватываются или, наоборот,

высвобождаются из волны.

В работах [277–283] разрабатываются методики определения барьеров для горизонталь

ного переноса жидких частиц в возмущенном меандрирующем зональном потоке. Исследу
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ются различные режимы, отличающиеся видом фазового портрета, а также механизмы раз

рушения стационарных барьеров при наличии возмущений. Приложение теории слабовозму

щенных гамильтоновых систем для анализа переноса частиц через стратосферный полярный

атмосферный круговорот рассмотрено в работе [284]. Динамическая модель бароклинного

меандрирующего потока анализируется в работах [285, 286].

Исследование неустойчивости в простых кинематических моделях симметричных вих

рей Тейлора между двумя бесконечными вращающимися концентрическими цилиндрами

приводится в работах [287–289]. Анализируется влияние аномальной диффузии, вызванной

разрушением сепаратрис стационарного потока, на транспортные свойства модели. Более

сложная динамическая модель бесконечной цепочки вихрей Тейлора анализируется в рабо

тах [290, 291].
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Глава 2

Горизонтальный и вертикальный перенос жидких частиц

в моделях топографических вихрей

2.1. Модель тороидальных областей рециркуляции над

изолированными топографическими преградами

Топографические вихри, появляющиеся над изолированными топографическими пре

градами в океане и атмосфере благодаря вращению Земли, представляют значительный ин

терес для исследования [292–297]. Считается, что в океане такие вихревые структуры могут

достигать десятков и сотен километров в диаметре. Из-за того, что горизонтальный масштаб

явления существенно превосходят вертикальный масштаб, обычно такие вихревые структу

ры рассматриваются как квази-двумерные. С помощью квази-геострофического приближе

ния удается подробно исследовать устойчивость таких структур к различным возмущениям

[137, 298–300].

С другой стороны в данном приближении не учитывается вертикальный перенос жид

ких частиц внутри подобных структур. В тоже время часто наблюдаются интенсивные вер

тикальные движения в окрестности топографических особенностей в океане [301–310]. Та

ким образом, для исследования вертикального перемешивания необходимо учитывать на

личие малых вертикальных скоростей. В данной главе обобщается математическая модель,

предложенная в работах [296, 297], для оценки вертикальных скоростей, появляющихся в

окрестности изолированного цилиндрического препятствия. В оригинальной постановке, мо

дель использовала теорию Тэйлора-Куэтта для вязкой жидкости, заключенной между двумя

вращающимися соосными цилиндрическими полостями. Аналогия заключалась в том, что

рассматривалась топографическая преграда в виде двух соосных цилиндров, разных ради

усов, помещенных один поверх другого. Таким образом, рассматривалась возвышенность с

радиальным уступом. Предполагается, что на границе данного уступа возникает турбулент

ный слой Стюартсона, который предполагается непроницаемым. В результате получается

полная аналогия течения Тэйлора-Куэтта. В результате над уступом формируется область

локализованной рециркуляции жидкости в виде тора.

В данной работе предполагается отказаться от жесткого наличия двух непроницаемых

границ для формирования тора, так как непроницаемость пограничных слоев невозможна в
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реальности [311, 312].Для этого, ставится новое прозрачное невозрастающее граничное усло

вие. Благодаря данному условию необходимость в сложной конфигурации топографической

преграды с уступом исчезает и результирующий тороидальный вихрь появляется в окрест

ности простой цилиндрической изолированной возвышенности.

2.1.1. Постановка задачи

В статьях [296, 297] была предложена удовлетворительная модель для исследования

структуры вторичных вихрей, которые могут формироваться, например, в результате поте

ри устойчивости топографического вихря, в однородном океаническом потоке над подводной

горой специальной формы, чтобы провести аналогию с течением Тэйлора-Куэтта. Как из

вестно, для течения Тэйлора-Куэтта необходимы две непроницаемые границы, роль которых

в этой модели топографического вихря исполняют два слоя Стюартсона на продолжении

границ цилиндров. Таким образом, весь получаемый вихрь располагается между двух этих

слоев, то есть в кольцевой области, "вырезанной"наложением малого цилиндра на большой.

Необходимость постановки таких жестких условий накладывает очень существенные огра

ничения на интерпретацию предложенной модели. Таким образом, возникает вопрос о воз

можности генерации вторичных тороидальных вихрей для других профилей возвышенности.

Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим осесимметричную подводную гору с профилем

ℎ(𝑟). Тогда азимутальную скорость в нулевом приближении 𝑉𝜑(𝑟) на склоне возвышенности

имеет вид:

𝑉𝜙(𝑟) = −𝜎
𝑟

𝑟∫︁
0

ℎ(𝜌)𝜌𝑑𝜌, (2.1)

где 𝜎 = ℎ0/(𝐻 · 𝑅𝑜) – топографический параметр, 𝑅𝑜 = 𝑈0/(𝑓 · 𝐿) – число Россби, 𝑓 –

параметр Кориолиса, 𝑈0 – средняя скорость потока, 𝐿 – горизонтальный масштаб (далее все

расстояние обезразмерены на эту величину и рассматриваются в безразмерном виде), 𝐻 –

глубина потока и ℎ0 = max
𝑟

(|ℎ(𝑟)|).

Функция 𝑉𝜑(𝑟) должна удовлетворять примитивным уравнения для вращающейся жид

кости с условием того, что радиальная и вертикальные скорости пренебрежимы в нулевом

приближении, а зависимости от угла нет в силу симметрии. Тогда распределение давления

𝑃0(𝑟) удовлетворяет соотношениям:

1

𝜌0

𝜕𝑃0(𝑟)

𝜕𝑟
=
𝑉 2
𝜑 (𝑟)

𝑟
− 𝑓𝑉𝜑(𝑟). (2.2)

Азимутальную скорость 𝑉𝜑(𝑟) удовлетворяет соотношению

𝜕2𝑉𝜑
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑉𝜑
𝜕𝑟

− 𝑉𝜑
𝑟2

= 0. (2.3)
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Подставляя (2.1) в (2.3), получаем:
𝑑ℎ

𝑑𝑟
= 0. (2.4)

Таким образом, распределение скорости (2.1) в топографическом вихре будет точным ре

шением полных уравнений вращающейся вязкой однородной жидкости только в областях с

горизонтальным рельефом дна, т.е. подводная гора с горизонтальными уступами. Как уже

отмечалось выше, случай подводной горы с одним уступом был рассмотрен в [296, 297]. Од

нако из приведенного анализа следует, что подводная гора в виде одного цилиндра также

удовлетворяет условию (2.4), и этот случай не был рассмотрен. Более того, случай с го

рой в виде одного цилиндра не имеет аналогов в классической гидродинамике и является

совершенно новым. Далее сформулируем задачу для случая возвышенности в виде одного

цилиндра.

Из (2.1) следует, что распределение скорости в окрестности изолированного цилиндра

с высотой ℎ0 и радиусом 𝑟1 имеет вид:

𝑉𝜑(𝑟) ≡ 𝑣0(𝑟) = −𝜎
2

⎧⎨⎩ ℎ0𝑟, 𝑟 ≤ 𝑟1,

ℎ0𝑟21
𝑟
, 𝑟 ≥ 𝑟1.

(2.5)

Вводя цилиндрические координаты (𝑟, 𝜃, 𝑧) и предполагая независимость потока от угла 𝜃 и

времени 𝑡, рассматриваем поле скорости U = (𝑢𝑟, 𝑣0(𝑟) + 𝑢𝜃, 𝑢𝑧) и давление 𝑃 = 𝑃0 +𝐸𝑝, где

𝐸 – число Экмана. Подставим данные распределения в исходные уравнения на 𝑓–плоскости

(см., например, [313, 314]),

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑢𝑟) +

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑧 = 0,

𝑢𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝑢𝑟 + 𝑢𝑧

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑟 −

𝑢2𝜃
𝑟

−
(︂

2𝑣0
𝑟

+ 𝑓

)︂
𝑢𝜃 = − 1

𝜌0

𝜕

𝜕𝑟
𝑃 + 𝐸

(︁
∆𝑢𝑟 −

𝑢𝑟
𝑟2

)︁
,

𝑢𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝑢𝜑 + 𝑢𝑧

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝜑 +

𝑢𝜃𝑢𝑟
𝑟

+

(︂
𝑑𝑣0
𝑑𝑟

+
𝑣0
𝑟

+ 𝑓

)︂
𝑢𝑟 = 𝐸

(︁
∆𝑢𝜃 −

𝑢𝜃
𝑟2

)︁
,

𝑢𝑟
𝜕

𝜕𝑟
𝑢𝑧 + 𝑢𝑧

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑧 = − 1

𝜌0

𝜕

𝜕𝑧
𝑃 + 𝐸∆𝑈𝑧, (2.6)

далее линеаризуя полученные выражения, получаем спектральную задачу (пусть 𝜌0 = 1 ),

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑢𝑟) +

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 0,

∆𝑢𝑟 −
𝑢𝑟
𝑟2

− 𝜕𝑃

𝜕𝑟
= 𝜆

(︂
2𝑣0
𝑟

+ 𝑓

)︂
𝑢𝜃,

∆𝑢𝜃 −
𝑢𝜃
𝑟2

= 𝜆

(︂
𝑑𝑣0
𝑑𝑟

+
𝑣0
𝑟

+ 𝑓

)︂
𝑢𝑟,

∆𝑢𝑧 −
𝜕𝑃

𝜕𝑧
= 0, (2.7)
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где ∆ = 𝜕2/𝜕𝑟2 + 1/𝑟 · 𝜕/𝜕𝑟 + 𝜕2/𝜕𝑧2 – оператор Лапласа, независимый от угла, и 𝜆 = 1/𝐸 –

спектральный параметр.

Представим собственные решения задачи (2.7) в форме:

𝑢𝑟 = 𝑢(𝑟) cos𝛼 𝑧 , 𝑢𝜃 = 𝑣(𝑟) cos𝛼 𝑧,

𝑢𝑧 = 𝑤(𝑟) sin𝛼 𝑧 , 𝑝 = 𝑞(𝑟) cos𝛼 𝑧, (2.8)

где

𝑤(𝑟) = − 1

𝛼 𝑟

𝑑

𝑑𝑟
[𝑟 𝑢(𝑟)], 𝑞(𝑟) = − 1

𝛼

(︂
𝑑2

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
− 𝛼2

)︂
𝑤(𝑟). (2.9)

Вертикальная скорость 𝑢𝑧 равна нулю на дне 𝑧 = 0 и на поверхности 𝑧 = 1. Отсюда 𝛼 = 𝑘𝜋,

𝑘 = 0, 1, 2. Граничные условия на границе цилиндра записываются на уровне 𝑧 = 0, так как

предполагается малость высоты цилиндра по сравнению с глубиной жидкости. Подставляя

(2.8) и (2.9) в (2.7), получаем

(�̄�− 𝛼2)2𝑢 = 𝛼2𝜆 𝑑(𝑟) 𝑣,

(�̄�− 𝛼2)𝑣 = 𝜆 𝑔(𝑟)𝑢, (2.10)

где

𝑑(𝑟) =
2𝑣0
𝑟

+ 𝑓, 𝑔(𝑟) =
𝑑𝑣0
𝑑𝑟

+
𝑣0
𝑟

+ 𝑓, �̄� =
𝑑2

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
− 1

𝑟2
(2.11)

Полагая 𝑔(𝑟) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и комбинируя (2.9) и (2.10), получаем уравнение шестого порядка

[296, 297],

(�̄�− 𝛼2)3𝑣 = 𝜆2𝛼2𝑑(𝑟) 𝑔(𝑟) 𝑣 (2.12)

Принимая во внимание, что возмущения скорости исчезают на границах 𝑟 → 0 и 𝑟 → ∞,

запишем граничные условия:

[𝑢(𝑟) = 𝑣(𝑟) = 𝑤(𝑟)]|𝑟→0,𝑟→∞ → 0, (2.13)

или

𝑣 → 0, 𝐿 𝑣 → 0,
𝑑

𝑑𝑟
[(�̄�− 𝛼2)]𝑣 → 0, 𝑟 → 0, ∞. (2.14)

Далее будет рассматриваться получение численных решений сформулированной спектраль

ной задачи.

Сделаем замену 𝑉 (𝑟) =
√
𝑟 𝑣(𝑟), тогда вместо (2.12) и (2.14) получим

(�̂�− 𝛼2)3𝑉 = 𝜆2𝑄(𝑟)𝑉, �̂� =
𝑑2

𝑑𝑟2
− 3

4𝑟2
, 𝑄(𝑟) = 𝛼2𝑑 (𝑟) 𝑔 (𝑟) , (2.15)
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с граничными условиями(︂
𝑉 (𝑟1) = (�̂�− 𝛼2)𝑉 (𝑟1) =

𝑑

𝑑𝑟
(�̂�− 𝛼2)𝑉 (𝑟1)

)︂
|𝑟1→0 = 0,(︂

𝑉 (𝑟2) = (�̂�− 𝛼2)𝑉 (𝑟2) =
𝑑

𝑑𝑟
(�̂�− 𝛼2)𝑉 (𝑟2)

)︂
|𝑟2→∞ = 0. (2.16)

Спектральная задача (2.15), (2.16) представима в следующем виде (пусть 𝑉1(𝑟) = 𝑉 (𝑟)):

(�̂�− 𝛼2)𝑉1(𝑟) = 𝑉2(𝑟), (�̂�− 𝛼2)𝑉2(𝑟) = 𝑉3(𝑟), (�̂�− 𝛼2)𝑉3(𝑟) = 𝜆2𝑄(𝑟)𝑉1(𝑟),

𝑉1(𝑟1) |𝑟1→0 = 0, 𝑉2(𝑟1) |𝑟1→0 = 0,
𝑑

𝑑𝑟
𝑉2(𝑟1) |𝑟1→0 = 0,

𝑉1(𝑟2) |𝑟2→∞ = 0, 𝑉2(𝑟2) |𝑟2→∞ = 0,
𝑑

𝑑𝑟
𝑉2(𝑟2) |𝑟2→∞ = 0. (2.17)

Таким образом, мы сформулировали спектральную задачу (2.17), посредством которой

определяется квазитрехмерное поле скорости (2.8)для топографического вихря, образующе

гося над цилиндрической подводной возвышенностью. Далее перейдем поиску решений и

анализу данной спектральной задачи.

2.1.2. Анализ разрешимости задачи Штурма-Лиувилля

Итак, рассмотрим задачу на собственные значения для системы уравнений Гельмгольца

(2.17), которую перепишем в матричном виде

𝑑2

𝑑𝑟2
𝑉 (𝑟;𝐿) −K2(𝑟;𝜆)𝑉 (𝑟;𝐿) = 0, K2(𝑟) =

(︂
3

4𝑟2
+ 𝛼2

)︂
E +

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1 0

0 0 1

𝜆2𝑄(𝑟) 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑈(𝑟;𝐿) =
𝑑

𝑑𝑟
𝑉 (𝑟;𝐿). (2.18)

Здесь мы ввели параметрическую зависимость от положения правой границы 𝐿 и обозначе

ние E для единичной матрицы.

Дополним систему уравнений (2.18) условиями не возрастания при стремлении 𝑟 к нулю

и бесконечности. Так как ищутся только невозрастающие решения, то граничное условие при

𝑟 → 0 имеет вид

(𝑈(𝑟;𝐿) + A−(𝐿0)𝑉 (𝑟;𝐿)) |𝑟→𝐿0→0 = 0, (2.19)

и при стремлении к бесконечности

(𝑈(𝑟;𝐿) + A+(𝐿)𝑉 (𝑟;𝐿)) |𝑟→𝐿→∞ = 0. (2.20)

Матрицы коэффициентов A− и A+ определяются далее, исходя из асимптотик решений.
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Можно показать [315], что в полубесконечном пространстве 𝑟 ∈ (0,∞) существует ин

тервал, на котором у матрицы K (𝑟;𝜆) есть, по крайней мере, одна пара чисто мнимых соб

ственных значений 𝜇(𝑟, 𝜆), тогда задача Штурма-Лиувилля (2.18) – (2.20) имеет дискретный

спектр. Поэтому для выяснения разрешимости нашей задачи нужно исследовать собствен

ные значения матрицы коэффициентов системы. Из характеристического уравнения

det
(︀
K2(𝑟) − 𝜇2E

)︀
=

(︂
3

4𝑟2
+ 𝛼2 − 𝜇2

)︂3

+ 𝜆2𝑄(𝑟) = 0 (2.21)

следует, что

𝜇2 =
3

4𝑟2
+ 𝛼2 +

(︀
𝜆2𝑄(𝑟)

)︀1/3
. (2.22)

Из (2.22) делаем вывод, что чисто мнимые значения существуют только если

𝑄(𝑟) < 0. (2.23)

При выполнении этого условия и при условии 𝜆2 ̸= 0, всегда найдется интервал (𝑟1
*, 𝑟2

*), на

котором одна пара собственных значений 𝜇1(𝑟, 𝜆), �̄�1(𝑟, 𝜆) будет чисто мнимой, а остальные

собственные значения будут иметь ненулевую действительную часть. Здесь черта означа

ет комплексно сопряженное значение, a 𝑟1
*, 𝑟2

* соответствующие минимальным границам

интервала существования дискретного спектра, будем называть точками поворота. Вне ука

занного интервала все собственные значения 𝜇𝑛(𝑟, 𝜆) при 𝑛 в пределах от 1 до 6 будут иметь

ненулевые действительные части.

Из выражений (2.15), (2.11) и (2.5) получаем

𝑄 (𝑟) = 𝛼2

(︂
2𝑣0
𝑟

+ 𝑓

)︂(︂
𝑑𝑣0
𝑑𝑟

+
𝑣0
𝑟

+ 𝑓

)︂
= 𝛼2

⎧⎨⎩ (−𝜎ℎ1 + 𝑓)2, 0 < 𝑟 < 𝑟1;(︁
−𝜎ℎ1 𝑟1

2

𝑟2
+ 𝑓
)︁
𝑓, 𝑟1 < 𝑟 <∞.

(2.24)

Из выражений (2.23) и (2.24) следует, что дискретный спектр существует, когда

|ℎ1| > |𝑓/𝜎| . (2.25)

Таким образом, для разрешимости задачи Штурма-Лиувилля, размер подводной возвы

шенности должен удовлетворять неравенству(2.25).

Более того мы имеем, что над цилиндром собственные значения всегда имеют ненулевую

действительную часть и 𝑟1* = 𝑟1, т.е. первая точка поворота совпадает с границей цилиндра.

Положение второй точки поворота зависит от 𝜆 и вычисляется из выражения

3

4(𝑟2*)2
+ 𝛼2 +

(︂
𝛼2𝜆2

(︂
−𝜎ℎ1

𝑟1
2

(𝑟2*)2
+ 𝑓

)︂
𝑓

)︂1/3

= 0. (2.26)

Данное выражение имеет единственное решение при 𝑟2* > 𝑟1.
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Рис. 2.1. Пример зависимости 𝑄(𝑟) для случая существования дискретного спектра. Вертикальные

штриховые линии показывают положения точек поворота 𝑟1
* = 𝑟1 и 𝑟2

* ≈ 12.2474

На рис. 2.1 приведен пример зависимости 𝑄 (𝑟), при которой условие существования

дискретного спектра выполнено (при следующих значениях параметров 𝑓 = 1, 𝜎 = 5, 𝑟1 =

10, ℎ1 = 0, 3, 𝛼 = 𝜋, 𝜆 = 25, 𝑟*1 = 𝑟1, 𝑟*2 ≈ 12, 2474).

Далее рассматривается получение численных решений задачи(2.18)–(2.20) методом по

гружения [316].

2.1.3. Метод инвариантного погружения для нахождения численного решения

Очертим метод поиска численного нахождения решения спектральной задачи (2.18) –

(2.20). Сначал применяется метод инвариантного погружения [317] для преобразования урав

нения Гельмгольца (2.18) к матричному уравнению Риккати с переменными коэффициента

ми. Затем интервал интегрирования дробится на большое количество малых интервалов, на

каждом из которых предполагается постоянство коэффициентов. Далее, строя сходящиеся

реккурентные последовательности, получаем численное решение.Оставляя детали вычисле

ний в стороне, укажем некоторые важные особенности. Обратим внимание, что решения

поставленной задачи содержат экспоненциально растущие и экспоненциально убывающие

функции. Последние, при численном решении не разрешаются на фоне растущих (аналогич

ная ситуация имеет место при использовании ВКБ приближения), что приводит к экспонен

циальному росту всего решения.

Чтобы обойти данную проблему, выберем в рассматриваемых областях такое направ

ление решения уравнения (2.18), которое бы не давало экспоненциального возрастания соб

ственных функций при удалении в направлении нуля или бесконечности от точек поворота.

То есть, если мы поставим начальное условие к уравнению Риккати в нуле и будем его ре

шать слева направо до точки поворота 𝑟*1, в связи с экспоненциальным ростом убывающие
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слева направо показатели не будут разрешаться, но растущие показатели, наоборот, будут

вычисляться правильно при таком направлении вычислений. С другой стороны, растущие

слева направо экспоненты эквивалентны убывающим справа налево, т.е. от точки поворота

𝑟*1 к нулю. Отсюда получаем решение экспоненциально невозрастающее при направлении

вычисления от левой точки поворота направо.

Для получения решения справа от второй точки поворота 𝑟*2, необходимо производить

вычисления в обратном направлении. Поставим условие к уравнению Риккати в бесконечно

сти и будем решать его справа налево, тогда экспоненциально растущие в этом направлении

экспоненты будут хорошо разрешаться и будут эквиваленты экспоненциально невозрастаю

щим справа налево от точки поворота до бесконечности. Таким образом, справа от точки

поворота 𝑟*2 мы опять получим решение удовлетворяющее условию невозрастания на бес

конечности. Однако, решения, полученные для разных направлений вычислений, должны

быть согласованны. Данное согласование достигается за счет сшивки полученных решений

в области (𝑟*1, 𝑟
*
2), где экспоненциально растущие решения не очень большие.

2.1.4. Результаты вычислений

Итак, перейдем к анализу результатов вычислений. Будем рассматривать следующие

параметры системы: 𝑓 = 1, 𝜎 = 5, 𝑟0 = 10, ℎ0 = 0, 3, 𝛼 = 𝜋. Используя метод инвариантного

погружения для нахождения решений спектральной задачи (2.18) – (2.20), получаем три

первых значения спектрального параметра: 𝜆1 ≈ 23, 16, 𝜆2 ≈ 42, 85, 𝜆3 ≈ 80, 637.

На рис. 2.2a представлены кривые собственных функций 𝑢 (𝑟) , 𝑣 (𝑟) , 𝑤 (𝑟) для случая

подводной возвышенности в виде изолированного цилиндра (собственное значении спектраль

ной задачи 𝜆1). На рис. 2.2b представлены аналогичные кривые только для случая подвод

ной возвышенности в виде двух цилиндров, располагающихся один поверх второго (случай,

рассмотренный в работах [296, 297] с добавлением условий невозрастания в нуле и на бес

конечности). Значения параметров в этом случае 𝑓 = 1, 𝜎 = 5, 𝛼 = 𝜋, высота нижнего

цилиндра ℎ1 = 0, 15, радиус 𝑟1 = 10, высота верхнего цилиндра ℎ2 = 0, 15, радиус 𝑟2 = 7.

Видно, что качественно вид собственных функций совпадает. Таким образом, для форми

рования пространственной структуры топографического вихря достаточно самой простой

конфигурации подводной возвышенности. Однако, несмотря на то, что такой тороидальный

вихрь, согласно формуле (2.4), строится только для кусочно-постоянного вида профиля под

водной возвышенности, можно сформировать произвольный кусочно-постоянный профиль

с единственным требованием осесимметричности. Собственные функции для такого произ
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Рис. 2.2. Собственные функции 𝑢 (𝑟) , 𝑣 (𝑟) , 𝑤 (𝑟) для случаев: (a) одиночный цилиндр, (b) Составная

топограическая преграда в виде двух цилиндров, помещенных один над другим. Вертикальные

штриховые линии указывает на границы цилиндров.

Рис. 2.3. Собственные функции 𝑢 (𝑟) , 𝑣 (𝑟) , 𝑤 (𝑟) для случаев: (a) второе собственное значение 𝜆 =

42, 85 и (b) третье собственное значение 𝜆 = 80, 637 для спектральной задачи (2.18) – (2.20)

вольного кусочно-постоянного профиля качественно не будут отличаться от собственных

функций, приведенных на рис. 2.2a для подводной возвышенности цилиндрической формы.

На рис. 2.3 представлены собственные функции 𝑢 (𝑟) , 𝑣 (𝑟) , 𝑤 (𝑟) соответствующие второму

значению спектрального параметра 𝜆 = 42, 85 и треттьему значению спектрального парамет

ра 𝜆 = 80, 637.

На рис. 2.4a приведен пример проекций траектории жидкой частицы на вертикальную

плоскость (𝑟, 𝑧) в квазитрехмерном вихре с полем скорости, определяемом через собствен

ные функции, изображенные на рис. 2.2a. Квазитрехмерность вихря подразумевает, что спек

тральная задача (2.18) – (2.20) сформулирована при условии радиальной симметрии. В ре

зультате жидкая частица описывает правильную поверхность второго порядка в виде тора.

Также на рис. 2.4b,c представлены аналогичные проекции траектории жидкой частицы для

полей скорости, получаемых из собственных функций, изображенных на рис. 2.3a,b.
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Рис. 2.4. Проекции траектории жидкой частицы на вертикальную плоскость (𝑟, 𝑧). Соответствующие

скорости определяются через собственные функции, изображенные на рисунках: (a) 2.3a; (b) 2.4a;

(c) 2.4b.



37

Глава 3

Взаимодействие монопольных и дипольных вихрей с

изолированной подводной возвышенностью

В работах [1–4, 166, 167, 169, 171, 173, 318–321] рассматривалась динамика пассивной

примеси, индуцируемая взаимодействием потока и изолированной подводной возвышенно

стью. В зависимости от параметров потока и конфигурации возвышенности в ее окрестно

сти могут появляться замкнутые области рециркуляции жидкости - топографические вихри.

В стационарной задаче область рециркуляции будет постоянной, и жидкость внутри нее не

будет переносится во внешний поток. При наличии возмущений внешнего потока начнется

обмен жидкостью между топографическим вихрем и внешним потоком. Роль возмущения

может играть, например, переменное проточное течение. Если же в окрестности топогра

фического вихря появляются свободные вихри, то динамика обмена жидкостью может су

щественно усложниться. В данной главе будет рассмотрено взаимодействие монопольного

и дипольного вихря с топографической преградой и индуцируемый этим взаимодействием

перенос жидкости.

3.1. Перенос примеси, индуцируемый взаимодействием

сингулярного вихря с изолированной топографической

преградой в трехслойном потоке при наличии плоского

внешнего потока

Известно, что топографические вихри существенно влияют на поведение свободных коге

рентных вихревых структур в их окрестностях (см., например, [308, 322–330]). Как известно,

топографические вихри существенно изменяются по размеру во времени [295, 300, 302, 303,

305, 309, 322, 331–336].

В данной главе рассматривается лагранжев регулярный и нерегулярный горизонталь

ный перенос, индуцируемый взаимодействием свободного монополя и топографического вих

ря, порожденного прямолинейным фоновым потоком и изолированным донным возмущени

ем. Рассматривается трехслойный квази-геострофический поток на 𝑓 – плоскости [118, 314,

337, 338] с возмущением в виде дельта-функции [169, 173, 339, 340]. Далее в систему добавля

ется сингулярный монопольный точечный вихрь [120, 121, 134, 253, 341, 342]. Рассматривают
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ся случаи свободного вихря в верхнем и среднем слоях. Сингулярные вихри двигаются как

пассивные маркеры по линиям постоянного значения квази-геострофической функции тока

[139, 140, 342]. В тоже время вращение этих вихрей порождает сложные картины переноса

и перемешивания пассивных жидких частиц. В данном случае трехслойная модель приме

няется в связи с тем, что интерес представляет как движение поверхностных вихрей, так и

динамика вихрей на глубине, таких, например, как внутри-термоклинные линзы [343–346].

В тоже время перенос и перемешивание пассивных жидких частиц анализируется только на

поверхности для обоих случаев положения свободного вихря. Различие в картинах перено

са частиц обусловлено тем, что вихрь среднего слоя индуцирует регулярное поле скорости

в верхнем слое в отличии от сингулярного поля скорости, индуцируемого вихрем верхнего

слоя.

В данной главе рассматривается два типа взаимодействия свободного монополя и топо

графического вихря. Во-первых, рассматривается стационарная задача, т.е. случай постоян

ного фонового потока, при котором свободный вихрь двигается по линиям тока. Во-вторых,

переменный фоновый поток, при котором траектория движения свободного вихря становится

крайне сложной и при которой становится возможным захват свободного вихря топографией,

что порождает квази-периодические колебания вихря в окрестности топографии. Для обоих

режимов анализируется перенос примеси, индуцируемый соответствующим взаимодействием

вихрей.

3.1.1. Уравнения движения

Рассматривается трехслойный невязкий несжимаемый квази-геострофический поток в

приближении твердой крышки и 𝑓 – плоскости. Потенциальные завихренности в слоях 𝑞𝑖,

𝑖 = 1, 2, 3, начиная с верхнего, имеют вид [314]:

𝑞1 = ∆𝜓1 +
𝑓

𝐻1

𝜁1 + 𝑓, 𝑞2 = ∆𝜓2 +
𝑓

𝐻2

(𝜁2 − 𝜁1) + 𝑓, (3.1)

𝑞3 = ∆𝜓3 +
𝑓

𝐻3

(ℎ (𝑥, 𝑦) − 𝜁2) + 𝑓,

где 𝜓𝑖 – функции тока в слоях, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖 – скорости в слоях, 𝜁1, 𝜁2 – возвышение границ раздела

между слоями, ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝜏𝛿(r)) – высота подводной возвышенности в виде дельта-функции с

эффективным объемом 𝜏 , 𝐻𝑖 – глубина 𝑖 - го слоя, 𝑓 – постоянная Кориолиса. Возвышение

границ раздела записываются в виде [314]:,

𝜁1 =
𝑓 (𝜓2 − 𝜓1) 𝜌2
(𝑔 (𝜌2 − 𝜌1))

, 𝜁2 =
𝑓 (𝜓3 − 𝜓2) 𝜌3
(𝑔 (𝜌3 − 𝜌2))

, (3.2)
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где 𝜌𝑖 – плотность в 𝑖-ом слое, 𝑔 – сила тяжести, ∆𝜌1 = 𝜌2 − 𝜌1 и ∆𝜌2 = 𝜌3 − 𝜌2 – скачки

плотности.

В среднем и верхнем слое введем сингулярные возмущения, перемещающиеся в про

странстве,

𝑞𝑚 = 𝑞*𝑚 +
𝑓

𝐻𝑚

𝜇𝑚𝛿 (|r𝑖 − r*𝑚|) , 𝑞3−𝑚 = 𝑞*3−𝑚, 𝑞3 = 𝑞*3, (3.3)

где 𝑚 = 1 соответсвует случаю вихря в верхнем слое, а 𝑚 = 2 – вихрь в среднем слое, 𝜇𝑚 –

интенсивность свободного вихря, r*m – положение сингулярности в 𝑚-ом слое, 𝑞*𝑖 – постоянное

значение фоновой завихренности. |r𝑖 − r*𝑚| =
√︁

(𝑥𝑖 − 𝑥*𝑚)2 + (𝑦𝑖 − 𝑦*𝑚)2, где 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 – декартовы

координаты частицы, находящейся в 𝑖-ом слое.

Потенциальные завихренности (3.1) удовлетворяют закону сохранения в каждом слое,

𝜕𝑡𝑞𝑖 + 𝐽 (𝜓𝑖, 𝑞𝑖) = 0. (3.4)

Выражения (3.1) расщепляются на баротропную Φ1 и две бароклинные компоненты Φ2,

Φ3 для случая вихря в верхнем (𝑚 = 1) и среднем (𝑚 = 2) слоях,

Φ1𝑚 =
𝑓

𝛾

(︃
(−1)3−𝑚 (𝛼3−𝑚 − 𝛽3−𝑚)𝜇1

𝐻1

log (𝑟*𝑖1) + (3.5)

+
(𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1) 𝜏

𝐻3

log (𝑟𝑖)

)︂
,

Φ2𝑚 = −𝑓
𝛾

(︃
(−1)3−𝑚 (𝛽3−𝑚 − 1)𝜇1

𝐻1

𝐾0

(︁√︀
𝑘3 (𝛼2 − 1)𝑟*𝑖1

)︁
+

+
(𝛽1 − 𝛽2) 𝜏

𝐻3

𝐾0

(︁√︀
𝑘3 (𝛼2 − 1)𝑟𝑖

)︁)︂
,

Φ3𝑚 = −𝑓
𝛾

(︃
(−1)3−𝑚 (1 − 𝛼3−𝑚)𝜇1

𝐻1

𝐾0

(︁√︀
𝑘3 (𝛽2 − 1)𝑟*𝑖1

)︁
+

+
(𝛼2 − 𝛼1) 𝜏

𝐻3

𝐾0

(︁√︀
𝑘3 (𝛽2 − 1)𝑟𝑖

)︁)︂
,
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где 𝑟𝑖 =
√︀
𝑥𝑖2 + 𝑦𝑖2, 𝑟*𝑖𝑚 =

√︁
(𝑥𝑖 − 𝑥*𝑚)2 + (𝑦𝑖 − 𝑦*𝑚)2,

𝛼1 = −𝑘22/𝑘21 − 𝛼2/𝑘21 (−𝑘21 − 𝑘22 + 𝑘3 (𝛼2 − 1)) ,

𝛼2 = (𝑘1 + 𝑘3 + 𝑘21 + 𝑘22 + 𝜆0) / (2𝑘3) ,

𝛽1 = −𝑘22/𝑘21 − 𝛽2/𝑘21 (−𝑘21 − 𝑘22 + 𝑘3 (𝛽2 − 1)) ,

𝛽2 = (𝑘1 + 𝑘3 + 𝑘21 + 𝑘22 − 𝜆0) / (2𝑘3) ,

𝜆0 =

√︁
(𝑘1 − 𝑘3 + 𝑘21 + 𝑘22)

2 − 4 (−𝑘1𝑘3 − 𝑘3𝑘21 + 𝑘1𝑘22),

𝛾 = 𝛼2 − 𝛼1 + 𝛽1 − 𝛽2 + 𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1,

𝑘1 =
𝑓 2𝜌2

𝐻1𝑔∆𝜌1
, 𝑘3 =

𝑓 2𝜌3
𝐻3𝑔∆𝜌2

,

𝑘21 =
𝑓 2𝜌2

𝐻2𝑔∆𝜌1
, 𝑘22 =

𝑓 2𝜌3
𝐻2𝑔∆𝜌2

.

Введем безвихревой прямолинейный поток с функцией тока −𝑈𝑦, где 𝑈 – скорость. В

конечной форме функции тока для 𝑚-го слоя имеют вид

𝜓𝑖𝑚 = −𝑈𝑦 + Φ1𝑚 + 𝛼𝑖Φ2𝑚 + 𝛽𝑖Φ3𝑚, (3.6)

где 𝛼3 = 𝛽3 = 1.

Примем масштаб длины, равным 𝐿 = (𝑘3 (𝛼2 − 1))−1/2, масштаб скорости 𝑈 , число Росс

би 𝜀 = 𝑈
𝑓𝐿

, а также эффективный объем топографической преграды 𝜏 = 𝜋ℎ0𝐿
2, где ℎ0, 𝐿 –

высота и радиус эквивалентного цилиндра [318]. В результате получаем безразмерные пара

метры

𝜒 =
𝑓𝜏

𝐻3𝑈𝐿
=
ℎ0𝜋

𝜀𝐻3

, 𝜅𝑚 =
𝑓𝜇𝑚
𝐻𝑚𝑈𝐿

, (3.7)

которые характеризуют интенсивность топографического и свободного вихрей, соответствен

но. Далее, для выполнения условия квази-геострофичности ℎ0
𝐻3

∼ 𝑂 (𝜀) положим 𝜒 = 𝜋.

Тогда, выбирая следующие значения параметров 𝐻1 = 200 𝑚, 𝐻2 = 400 𝑚, 𝐻3 = 3000𝑚,

𝜌1 = 1026, 56 𝑘𝑔/𝑚3, 𝜌2 = 1027, 84 𝑘𝑔/𝑚3, 𝜌3 = 1028, 32 𝑘𝑔/𝑚3, имеем характерный размер

топографического вихря 𝐿 ∼ 1.3 · 104 𝑚.

Уравнения движения сингулярного вихря и пассивной частицы имеют гамильтонов вид.

Уравнения для вихря:

𝑑

𝑑𝑡
𝑥*𝑚 = −𝜕𝜓𝑚𝑚

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥*𝑚
𝑦=𝑦*𝑚

= 𝑊 + 𝜒
𝑦*𝑚
𝑟*𝑚
𝑉𝑚 (𝑟*𝑚) , (3.8)

𝑑

𝑑𝑡
𝑦*𝑚 =

𝜕𝜓𝑚𝑚
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥*𝑚
𝑦=𝑦*𝑚

= −𝜒𝑥
*
𝑚

𝑟*𝑚
𝑉𝑚 (𝑟*𝑚) ,
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где 𝑊 = 𝑊 (𝑡) – безразмерная скорость плоского потока и

𝑉𝑚 (𝜉) =
1

𝛾

(︂
(𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1)

1

𝜉
+ 𝛼𝑚 (𝛽1 − 𝛽2)𝐾1 (𝜉) +

+𝛽𝑚 (𝛼2 − 𝛼1)

√︃
(𝛽2 − 1)

(𝛼2 − 1)
𝐾1

(︃√︃
(𝛽2 − 1)

(𝛼2 − 1)
𝜉

)︃)︃
,

где 𝑟*𝑚 =
√︁

(𝑥*𝑚)2 + (𝑦*𝑚)2 – координата вихря в 𝑚-ом слое. Система (3.8) совпадает с систе

мой, описывающей динамику пассивной частицы, индуцируемой взаимодействием внешнего

потока и изолированной преграды, которая рассматривалась, например, в работах [103, 169–

171, 318–321, 339, 347–349]. Однако в нашем случае система (3.8) описывает движение не

пассивной частицы, а сингулярного вихря, который не индуцирует собственное движение. В

свою очередь, все остальные частицы в потоке движутся в поле скорости, генерируемым, как

взаимодействием потока с изолированной топографией, так и вращением свободного вихря.

Уравнения движения произвольной пассивной частицы в верхнем слое имеют вид:

�̇�𝑖 = −𝜕𝜓𝑖𝑚
𝜕𝑦𝑖

= (3.9)

= 𝑊 + 𝜅𝑚
(𝑦𝑖 − 𝑦*𝑚)

𝑟*𝑖𝑚
𝑃𝑖𝑚 (𝑟*𝑖𝑚) + 𝜒

𝑦𝑖
𝑟𝑖
𝑉𝑖 (𝑟𝑖) ,

�̇�𝑖 =
𝜕𝜓𝑖𝑚
𝜕𝑥𝑖

=

= −
(︂
𝜅𝑚

(𝑥𝑖 − 𝑥*𝑚)

𝑟*𝑖𝑚
𝑃𝑖𝑚 (𝑟*𝑖𝑚) + 𝜒

𝑥𝑖
𝑟𝑖
𝑉𝑖 (𝑟𝑖)

)︂
,

где 𝑟*𝑖𝑚 =
√︁

(𝑥𝑖 − 𝑥*𝑚)2 + (𝑦𝑖 − 𝑦*𝑚)2 – положение пассивной частицы относительно центра

свободного вихря,

𝑃𝑖𝑚 (𝜉) =
(−1)3−𝑚

𝛾

(︂
(𝛼3−𝑚 − 𝛽3−𝑚)

1

𝜉
+𝛼𝑖 (𝛽3−𝑚 − 1)𝐾1 (𝜉) +

+𝛽𝑖 (1 − 𝛼3−𝑚)

√︃
(𝛽2 − 1)

(𝛼2 − 1)
𝐾1

(︃√︃
(𝛽2 − 1)

(𝛼2 − 1)
𝜉

)︃)︃
,

и 𝑚 = 1, 2 – соответствует случаям свободного вихря в верхнем и среднем слое.

3.1.2. Движение свободного вихря

Начнем с кратного анализа движения самого свободного вихря. Для этого рассмотрим

систему уравнений (3.8). В случае если внешний поток стационарен (𝑊 = 𝑊0), система (3.8)

интегрируема в том смысле, что все траектории движения свободного вихря совпадают с

линиями тока. Так как рассматривается простейшая сингулярная модель топографической
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Рис. 3.1. Азимутальные скорости в топографическом вихре в слоях. Линии 1,2,3 соответствуют

верхнему, среднему и нижнему слоям, соответственно. Горизонтальная прямая отсекает значение

проточного течения 𝑊0 = 0, 2𝜋.

преграды, то любая ненулевая скорость внешнего потока будет порождать замкнутые обла

сти рециркуляции в нижнем слое модели. В тоже время в среднем и верхнем слоях области

рециркуляции появляются при скоростях внешнего потока меньших некоторого критическо

го значения. Это критическое значение равно максимальной азимутальной скорости в со

ответствующем слое. На рис. 3.1 изображены азимутальные скорости 𝑉𝑖 в зависимости от

расстояния до эллиптической точки замкнутой области рециркуляции 𝑟. Далее выберем зна

чения 𝑊0 = 0, 2𝜋, 𝜒 = 𝜋, при котором замкнутая область рециркуляции наблюдается во

всех слоях. На рис. 3.2 приведены линии тока в верхнем слое. Жирная линия - сепаратриса,

отделяющая проточную область от замкнутой. Так же приведена сепаратриса для среднего

слоя.

3.1.3. Перенос жидких частиц

Регулярная динамика свободного вихря

Проанализируем лагранжев перенос жидких частиц, индуцируемый взаимодействием

свободного вихря и топографического вихря. Динамика пассивной жидкой частицы описы

вается уравнениями (3.9), где в правой части уравнений стоит нестационарная компонента

– вклад от движения свободного вихря, получаемый из системы (3.8). Сначала рассмотрим

периодическое движение свободного вихря. Период этого движения равен времени, которое



43

Рис. 3.2. Линии тока топографического вихря в верхнем слое. Жирная линия – сепаратриса. Штри

ховая жирная линия – сепаратриса среднего слоя. Крестом обозначено положение сингулярной то

пографической преграды, (0, 0).

необходимо вихрю, чтобы пройти полный оборот по замкнутым линиям с рис. 3.2. В резуль

тате получаем, что система (3.9) является динамической системой с полутора степенями сво

боды, где нестационарное возмущение является следствием движения свободного вихря. Как

известно, такие системы демонстрируют нерегулярную динамику, которую в гидродинами

ческих приложениях принято называть хаотическим переносом [36, 38, 39, 87, 103, 349–352].

Хаотический перенос выражается в виде экспоненциальной расходимости изначально близ

ких траекторий [353, 354]. Если возмущение системы периодическое, то наиболее простой

способ продемонстрировать хаотические свойства – это построить сечения Пуанкаре. На рис.

3.3a приведено сечение Пуанкаре системы (3.9) для 𝜅1 = 0, 01, 𝑦*1 (0) = −4, что соответствует

частоте возмущения (частоте оборота свободного вихря вокруг топографической преграды)

𝜔 = 0, 1611.

Помимо интенсивности свободного вихря существенное влияние на эффективность пере

носа жидких частиц оказывает начальное положение вихря. Различные начальные положе

ния соответствуют различным частотам оборота свободного вихря вокруг топографической

преграды, т.е. различным частотам возмущений для системы адвектируемых жидких частиц.

Если же начальные положения вихря находятся на одной орбите, то структура регулярных и

хаотических областей в возмущенном фазовом пространстве будет одинаковой. Для примера

приведен рис. 3.3a,b, на котором изображены эквивалентные структуры сечений Пуанкаре
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Рис. 3.3. Эквивалентные сечения Пуанкаре системы (3.9) для одних и тех же значений 𝜅 = 0, 01 и

𝜔 и отличающихся начальных положений свободного вихря на одной и той же орбите с рис. 3.3b

(𝑥*1, 𝑦
*
1). (a) (0, −4); (b) (−0, 8, −3, 3107); (c) (0, −0, 6936).

для различных начальных положений свободного вихря, но находящихся на одной и той же

траектории.

На рис. 3.4, 3.5 приведены два примера адвекции жидких частиц в случае, когда сво

бодный и топографический вихри вращаются в одну и в разные стороны. Пунктирная линия

обозначает границу начального распределения маркеров ( ∼ 104), совпадающую с размером

невозмущенного топографического вихря. Сплошная линия –траектория свободного вихря,

треугольником обозначено текущее положение свободного вихря. На рис. 3.4c можно наблю

дать формирование ярко-выраженной дипольной структуры. Сравнивая рис. 3.4, 3.5, видно,

что случай вращения вихрей в разные стороны порождает более эффективный хаотический

перенос жидких частиц.

В качестве меры адвективного переноса вычислялось время выноса жидких частиц из

области влияния топографического вихря во внешний неограниченный поток [339, 347, 348].

Такая характеристика является аналогом накопленных показателей Ляпунова в том смысле,

что она указывает на области интенсивного перемешивания. Для ее вычисления были равно

мерно распределены 104 маркеров внутри невозмущенного топографического вихря, и далее

отслеживалось время, за которое маркер пересекал контрольную линию 𝑥 = 5, после которой

считалось, что маркер не может вернуться обратно. Распределения времен выноса приведены

на рис. 3.6, на которых единица времени соответствует одному полному обороту свободного
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Рис. 3.4. Пример рассеивания жидких частиц в случае поверхностного свободного вихря для про

тивонаправленного вращения вихрей при 𝜅 = −0, 1, 𝑦0 = −3, 5. Изначально маркеры равномерно

распределены внутри сепаратрисы стационарного потока (штриховая линия). Сплошная линия –

траектория движения свободного вихря, треугольником обозначено текущее положение вихря. (a)

𝑡 = 15; (b) 𝑡 = 30; (c) 𝑡 = 45.

вихря вокруг топографической преграды. На всех фрагментах заметна общая черта – почти

круглое пятно частиц в окрестности поверхностного свободного вихря. Данные частицы сла

бо перемешиваются по причине того, что в центре свободного вихря сингулярность с очень

высокими скоростями. В результате в непосредственной окрестности сингулярности всегда

устойчивое движение [5].

Теперь рассмотрим случай свободного вихря в среднем слое. Главное отличие от случая

поверхностного вихря состоит в том, что так как сингулярность сосредоточена в среднем

слое, то в верхнем слое нет сингулярных точек. В результате в верхнем слое будет отсутство

вать регулярная область, связанная с сингулярностью. То есть, эффективность переноса

маркеров в верхнем слое будет расти. На рис. 3.7 приведены времена выноса маркеров из

области топографического вихря для ряда параметров.

В данном параграфе рассматривалось периодическое движение свободного вихря. Ин

терес также представляет случай, когда динамика самого свободного вихря перестает быть

регулярной. Далее рассматривается именно такой случай.

Нерегулярная динамика свободного вихря

Так как система уравнений, описывающая движение свободного вихря допускает по

явление хаотических траекторий при наличии возмущений, то представляет интерес про
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Рис. 3.5. Тоже, что и на рис. 3.4 только для сонаправленного вращения вихрей при 𝜅 = 0, 1, 𝑦0 =

−3, 5. (a) 𝑡 = 15; (b) 𝑡 = 30; (c) 𝑡 = 46.

анализировать влияние такого типа движения на адвекцию жидких частиц. Именно такой

тип движения представляет больший интерес для геофизических приложений, так как боль

шинство реальных потоков апериодичны. Методы теории динамических систем находят свое

применение и в случае апериодических потоков [36, 37, 40, 45, 47, 94, 355–358]. Итак, зададим

проточное течение в виде

𝑊 = 𝑊0 (1 + 𝜇𝑊 cos 𝜈𝑊 𝑡) , (3.10)

где 𝜇𝑊 , and 𝜈𝑊 – амплитуда и частота колебаний внешнего потока. Система (3.8) тогда

становится возмущенной и допускает появление хаотических траекторий. В результате появ

ляются такие траектории движения свободного вихря, что он может быть временно захвачен

в окрестности топографической преграды, совершить далее там некоторое количество обо

ротов и, далее, опять выйти в проточную область. Чтобы максимально уменьшить влияние

колебательного потока на адвекцию частиц была выбрана малая амплитуда возмущения

(𝜇𝑊 = 0, 01).

На рис. 3.8 приведен пример коротковременного воздействия свободного монополя на

перенос жидких частиц. Под коротковременным воздействием понимается то, что свобод

ный вихрь совершает всего несколько полных оборотов вокруг топографической преграды.

На рис. 3.8a приведены начальные положения светлых маркеров (принадлежат свободно

му вихрю) и темных маркеров (принадлежат топографическому вихрю). Как и раньше, об

ласть невозмущенного топографического вихря равномерно заполнена 104 маркерами. Круг

с 1, 5 · 103 маркерами соответствует начальному положению свободного вихря. Свободный

вихрь с интенсивностью 𝜅 = 0, 1 начинает двигаться вдали от топографического вихря (рис.
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Рис. 3.6. Время выноса маркеров из области топографического вихря. (a) 𝜅 = −0, 5, 𝑦 = −3, 5; (b)

𝜅 = −0, 1, 𝑦 = −3, 5; (c) 𝜅 = 0, 1, 𝑦 = −5, 5; (d) 𝜅 = 0, 3, 𝑦 = −5; (e) 𝜅 = 0, 5, 𝑦 = −4, 5.

3.8a) в точке 𝑥 = −2, 𝑦 = −8, 4. Далее вихрь захватывается в окретсности изолирован

ной топографии (рис. 3.8b). На рис. 3.8c приведено распределение маркеров после того, как

вихрь преодолел половину оборота вокруг топографии(черная линия соответствует траекто

рии движения его центра). На рис. 3.8d изображено распределение маркеров после того, как

вихрь совершил три полных оборота вокруг топографии. Видно, что почти все маркеры, со

ответствующие топографическому вихрю, вынесены в проточную область. Наконец, на рис.

3.8e приведено распределение оставшихся маркеров после четырех оборотов вихря.

На рис. 3.9 приведены аналогичные распределения маркеров для случая свободного вих

ря в среднем слое. Свободный вихрь начинает свое движение с точки 𝑥 = −1, 18, 𝑦 = −8. Так

как в врехнем слое теперь нет сингулярности, то замкнутая область рециркуляции, соответ

ствующая свободному вихрю может исчезать и появляться. В результате темные маркеры

покидают область свободного вихря (рис. 3.9c). Однако, как только область замкнутой ре

циркуляции снова появляется, она захватывает большую порцию маркеров, принадлежащих

топографическому вихрю (рис. 3.9d). После того, как свободный вихрь покидает область то

пографии, он уносит с собой часть маркеров из области топографического вихря(рис. 3.9e).

Рисунки 3.8 и 3.9 также показывют, что эффективность адвекции жидких частиц крайне

чувствительна к количеству оборотов, которые совершает свободный вихрь вокруг топогра

фии. Общая закономерность состоит в том, что, чем больше оборотов успевает сделать сво

бодный вихрь, тем большее количество маркеров переносится в проточную область или за

хватывается свободным вихрем. Для оценки такой динамики, вычислялось количество мар

керов, покинувших область топографического вихря, в зависимости от количества оборотов



48

Рис. 3.7. Время выноса маркеров из области топографического вихря для случая свободного вихря

в среднем слое. (a) 𝜅 = −0, 7, 𝑦 = −2, 5; (b) 𝜅 = −0, 5, 𝑦 = −6; (c) 𝜅 = 0, 5, 𝑦 = −6; (d) 𝜅 = −0, 2,

𝑦 = −4; (e) 𝜅 = 0, 2, 𝑦 = −4.

свободного вихря. Так как динамика самого свободного вихря хаотическая, то невозможно за

ранее предсказать, какое количество оборотов он сделает вокруг изолированной топографии.

Поэтому рассчитывались траектории, начинающиеся на отрезке (𝑥 = −2, 𝑦 ∈ [−8, 42; −8, 38])

для вихря в верхнем слое и (𝑥 = −1, 18, 𝑦 ∈ [−8, 02; −7, 98]) для вихря в среднем слое.

Далее отслеживалась эволюция всех свободных вихрей, стартовавших с этими началь

ными положениями. Запоминалось количество оборотов 𝑁 каждого свободного вихря вокруг

топографии. Далее рассчитывалась эффективность адвекции с помощью выражения

𝐸 = 𝑛𝑎/𝑛𝑖 (3.11)

где 𝑛𝑎 – количество маркеров, вынесенных в проточную область, т.е. те маркеры, которые

пересекли критическую отсечку 𝑥 = 5, и 𝑛𝑖 = 104 – начальное количество маркеров внутри

области топографического вихря. Из рис.3.10 видно, что свободные вихри, совершающие оди

наковое количество оборотов вокруг топографии, индуцируют примерно равную эффектив

ность адвекции. В тоже время такие вихри могут стартовать с совершенно разных начальных

положений.

На рис. 3.10 приведена эффективность адвекции 𝐸 для случая свободного вихря в верх

нем слое (рис. 3.10a,b) и в среднем слое (рис. 3.10c,d). Сравнивая эти рисунки, видно, что,

во-первых, 𝑁 = 0, 5 соответствует случаю прохода свободного вихря рядом с топографией

без захвата. Несмотря на то, что свободный вихрь слабый (𝜅 = 0, 01), он все же порож

дает очень эффективную адвекцию. Нескольких оборотов свободного вихря хватает, чтобы
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Рис. 3.8. Поверхностный монополь. Распределения маркеров в случае коротковременного воздей

ствия интенсивного свободного вихря. Темные маркеры соответствуют топографическому вихрю,

светлые – свободному. Штриховая линия – граница невозмущенного топографического вихря, чер

ная сплошная линия – траектория движения свободного вихря. (a) 𝑡 = 0; (b) 𝑡 = 30; (c) 𝑡 = 90; (d)

𝑡 = 240; (e) 𝑡 = 315.

Рис. 3.9. Тоже, что и на рис. 3.8, но для свободного вихря в среднем слое. (a) 𝑡 = 0; (b) 𝑡 = 18; (c)

𝑡 = 96; (d) 𝑡 = 120; (e) 𝑡 = 315

полностью вымыть все маркеры, изначально ассоциированные с топографическим вихрем.

Во-вторых, направление вращения свободного вихря не оказывает существенного влияния

на эффективность адвекции, вместо этого критическое значение оказывает интенсивность

|𝜅|).

Как известно свободные вихревые образования могут иметь мультипольную структуру,

причем наиболее известная мультипольная конфигурация – диполь, состоящий из противона

правленных вихрей. Интересной особенностью такой структуры является то, что она может

распространятся на значительные расстояния в жидкости даже при отсутствии каких-либо

внешних потоков. В следующих параграфах текущей главы рассматривается взаимодействие

такой самодвижущейся структуры с изолированной топографической преградой: динамика

самих вихрей, а также адвекция примеси, порожденная этим взаимодействием.
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Рис. 3.10. Эффективность лагранжевого переноса 𝐸 в зависимости от числа оборотов свободного

вихря 𝑁 . (a) свободный вихрь в верхнем слое с положительным 𝜅; (b) свободный вихрь в верхнем

слое с отрицательным 𝜅; (c) свободный вихрь в среднем слое с положительным 𝜅; (d) свободный

вихрь в среднем слое с отрицательным 𝜅

3.2. Динамика сингулярной вихревой пары при ее прохождении в

окрестности изолированной топографической преграды

Исследование динамики много-вихревых систем, а также адвекции жидких частиц в них

представляет интерес для большого количества научных дисциплин. Например, достаточно

большое, но конечное, количество вихрей может быть использовано для построения низко

размерных моделей турбулентности [238, 242, 247, 359–363], в то время как уже достаточно

малое количество вихрей демонстрируют сложную динамику. Простые решения, выражаю

щиеся в квадратурах, могут быть получены только для случая одного и двух вихрей, в то

время как трех-вихревая конфигурация уже не имеет решение в элементарных квадрату

рах, хотя и является интегрируемой [364–368] в смысле отсутствия нерегулярных решений

(в отличии от задачи трех тел). Увеличение количества вихрей приводит к появлению неин

тегрируемости [367, 369, 370] и общей неустойчивости системы.

Наложение различных ограничений на вихревую систему приводит к существенному
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изменению ее динамики. Например, наличие переменного сдвига и вращения в системе двух

вихрей приводит к общей неинтегрируемости [11, 12, 371]. В тоже время, если зафиксировать

расстояние между вихрями диполя, то такая структура будет взаимодействовать с другими

структурами отлично от изолированного одиночного вихря или диполя без фиксированного

плеча [372–377]. В отличии от изолированного монополя, диполь может двигаться самостоя

тельно. Данное свойство находит свое применение для моделирования, например, микроор

ганизмов [374, 378–380]. Наличие сплошных тел [381, 382] или границ [383–385], в том числе

неоднородностей дна [61, 63, 324, 386], также изменяет характер движения вихрей.

В данном параграфе мы будем рассматривать задачу, имеющую отношение к океаниче

ским вихрям (аналогичная задача с использованием метода контурной динамики рассмат

ривается в работе [387]). Рассмотрим поведение самодвижующегося диполя при его взаимо

действии с изолированной топографической преградой. В данном случае, все вихревые воз

мущения будут считаться точечными. При этом изолированная топографическая преграда

будет зафиксирована в пространстве [340], а вихри диполя ничем не ограничены.

В тоже время, такая конфигурация является одним из вариантов задачи трех вихрей

[364–366, 368]. C одной стороны фиксация одного из вихрей уменьшает число степеней сво

боды, однако с другой стороны – это приводит к исчезновению одного из инвариантов дви

жения. Помимо этого в системе появляется неограниченно растущее решение, которое вы

ражается в том, что вихревой диполь неограниченно удаляется от фиксированного вихря,

играющего роль топографической преграды.

Также подобная конфигурация имеет отношение к квантовым жидкостям и квантовым

вихрям. Например, в работе [388] анализируется рассеяние двухмерного темного солитона

на изолированном квантовом вихре в конденсате Бозе-Эйнштейна.

Итак рассматривается движение двух точечных вихрей с интенсивностями 𝜇 и −𝜇, рас

полагающихся на расстоянии 𝑟1 и 𝑟2 от вихря с интенсивностью 𝜎, зафиксированного в начале

координат. Фиксированный вихрь остается все время неподвижным, играя роль изолирован

ной топографической преграды [103, 173, 340, 389, 390].

Трех-вихревое взаимодействие описывается следующим гамильтонианом [364–366, 391–

393],

𝐻 = −𝜇2 log 𝑟12 + 𝜎𝜇 (log (𝑟1) − log (𝑟2)) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (3.12)

где

𝑟212 = 𝑟21 + 𝑟22 − 2𝑟1𝑟2 cos (𝜃1 − 𝜃2) (3.13)
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является расстоянием между вихрями в диполе, 𝜃1 и 𝜃2 – полярные углы относительно фикси

рованного вихря. Такой гамильтониан совпадает по виду с геострофической функцией тока

для некоторых геофизических потоков. В данном случае, все величины нормализованны на

полную глубину потока 𝐻, постоянный параметр Кориолиса 𝑓 и радиус деформации Россби

𝐿𝑅 = (𝑔𝐻)1/2

𝑓
, где 𝑔 – ускорение свободного падения и 𝑈 – масштаб скорости, следующим

образом (𝜎, 𝜇) = 𝑓
𝐻

(𝜎*, 𝜇*), (𝑟1, 𝑟2, 𝑟12) = 𝐿−1
𝑅 (𝑟*1, 𝑟

*
2, 𝑟

*
12), 𝐻 = (𝑈𝐿𝑅)−1𝜓.

Уравнения движения вихрей диполя имеют вид:

�̇�1 = − 1

𝑟1𝜇

𝜕𝐻

𝜕𝜃1
=
𝜇𝑟2 sin (𝜃1 − 𝜃2)

𝑟212
,

�̇�2 = − 1

𝑟2 (−𝜇)

𝜕𝐻

𝜕𝜃2
=
𝜇𝑟1 sin (𝜃1 − 𝜃2)

𝑟212
,

𝜃1 =
1

𝑟1𝜇

𝜕𝐻

𝜕𝑟1
= −𝜇𝑟1 − 𝑟2 cos (𝜃1 − 𝜃2)

𝑟212𝑟1
+
𝜎

𝑟21
,

𝜃2 =
1

𝑟2 (−𝜇)

𝜕𝐻

𝜕𝑟2
= 𝜇

𝑟2 − 𝑟1 cos (𝜃1 − 𝜃2)

𝑟212𝑟2
+
𝜎

𝑟22
. (3.14)

Из первых двух уравнений следует, что

𝑟1�̇�1 = 𝑟2�̇�2, 𝑟
2
1 − 𝑟22 = 𝑀 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (3.15)

что соответствует сохранению углового момента 𝑀 . В классической задаче трех вихрей так

же инвариантен импульс системы 𝐿𝑥 = 𝜇1𝑥1+𝜇2𝑥2+𝜇3𝑥3, 𝐿𝑦 = 𝜇1𝑦1+𝜇2𝑦2+𝜇3𝑦3. То есть центр

завихренности у такой системы всегда находится в одной точке 𝑥𝑐 = 𝐿𝑥

𝜇1+𝜇2+𝜇3
, 𝑦𝑐 = 𝐿𝑦

𝜇1+𝜇2+𝜇3
,

где (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), (𝑥3, 𝑦3) – декартовы координаты трех вихрей с интенсивностями 𝜇1, 𝜇2,

𝜇3. Однако в рассматриваемой задаче импульс не является инвариантом, и, следовательно,

положение центра завихренности изменяется. Продифференцируем выражения для импуль

са

𝐿𝑥 = 𝜇 (𝑟1 cos 𝜃1 − 𝑟2 cos 𝜃2) ,

𝐿𝑦 = 𝜇 (𝑟1 sin 𝜃1 − 𝑟2 sin 𝜃2) , (3.16)

тогда

1

𝜇
�̇�𝑥 = 𝜎

(︂
sin 𝜃2
𝑟2

− sin 𝜃1
𝑟1

)︂
,

1

𝜇
�̇�𝑦 = 𝜎

(︂
cos 𝜃1
𝑟1

− cos 𝜃2
𝑟2

)︂
. (3.17)

С учетом (3.12) и (3.15) получаем

𝑟12 = 𝐻0

(︂
𝑟1
𝑟2

)︂𝜎
𝜇

= 𝐻0

[︂
𝑀

𝑟22
+ 1

]︂ 𝜎
2𝜇

, (3.18)
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Рис. 3.11. Рассеивание сингулярного диполя фиксированным вихрем. (a) слабое рассеивание 𝜎 = 0, 1,

𝜇 = 1, 𝑥1 = 𝑥2 = −10, 𝑦1 = −𝑦2 = 1, (b) существенное рассеивание 𝜎 = 5, 𝜇 = 1, 𝑥1 = 𝑥2 = −10,

𝑦1 = −𝑦2 = 1.

где 𝐻0 = 𝑒
− 𝐻

𝜇2 .

Учитывая выражения (3.15) и (3.18), можно свести систему (3.14) к системе с одной

степенью свободы

�̇�1 =
𝜇

𝐻2
0

√︁
𝑟21 −𝑀 sin (𝜃1 − 𝜃2)

[︂
1 − 𝑀

𝑟21

]︂𝜎
𝜇

,

𝜃1 − 𝜃2 = − 𝜎𝑀

𝑟21 (𝑟21 −𝑀)
− 𝜇

𝐻2
0

[︂
1 − 𝑀

𝑟21

]︂𝜎
𝜇

×(︃
2 − cos (𝜃1 − 𝜃2)

2𝑟21 −𝑀

𝑟1
√︀
𝑟21 −𝑀

)︃
. (3.19)

Из (3.13) и (3.18) следует, что

sin (𝜃1 − 𝜃2) =

√︃
4𝑟21 (𝑟21 −𝑀) −

(︂
𝑀 − 2𝑟21 +𝐻2

0

(︁
1 − 𝑀

𝑟21

)︁−𝜎
𝜇

)︂2

2𝑟1
√︀
𝑟21 −𝑀

, (3.20)

тогда первое выражение из (3.19) преобразуется к виду

�̇�1 =
𝜇

2𝑟1𝐻2
0

[︂
1 − 𝑀

𝑟21

]︂𝜎
𝜇

× (3.21)⎯⎸⎸⎷4𝑟21 (𝑟21 −𝑀) −

(︃
𝑀 − 2𝑟21 +𝐻2

0

(︂
1 − 𝑀

𝑟21

)︂−𝜎
𝜇

)︃2

.

В соответствии с (3.19), можно получить дополнительный инвариант в случае если принять

угловой момент равным нулю, 𝑀 = 0. Такое условие соответствует симметричному случаю,

который рассматривается далее.
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Симметричная конфигурация

Пусть существует радиальная симметрия, т.е. 𝑀 = 0, тогда 𝑟1 = 𝑟2. Из (3.18) следует,

что

𝐿2
𝑥 + 𝐿2

𝑦 = (𝑥1 − 𝑥2)
2 + (𝑦1 − 𝑦2)

2 = 𝑟212 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (3.22)

Таким образом, расстояние между вихрями диполя остается постоянным 𝑟12. Тогда, из (3.14)

следует явное выражение для траектории движения вихрей диполя:

𝜃1 − 𝜃2
1 − cos (𝜃1 − 𝜃2)

= − 2𝜇

𝑟212
, (3.23)

cot

(︂
𝜃1 − 𝜃2

2

)︂
=

2𝜇

𝑟212
𝑡−

√︃
4

(︂
𝑟1 (0)

𝑟12

)︂2

− 1, (3.24)

и

�̇�1
𝑟1

=
𝜇

𝑟212
2

2𝜇
𝑟212
𝑡−
√︂

4
(︁
𝑟1(0)
𝑟12

)︁2
− 1

1 +

(︃
2𝜇
𝑟212
𝑡−
√︂

4
(︁
𝑟1(0)
𝑟12

)︁2
− 1

)︃2 , (3.25)

ln 𝑟1 =
1

2
ln

⎛⎝1 +

⎛⎝ 2𝜇

𝑟212
𝑡−

√︃
4

(︂
𝑟1 (0)

𝑟12

)︂2

− 1

⎞⎠2⎞⎠+

ln
𝑟12
2
, (3.26)

наконец,

𝑟1 =
𝑟12
2

⎯⎸⎸⎸⎷1 +

⎛⎝ 2𝜇

𝑟212
𝑡−

√︃
4

(︂
𝑟1 (0)

𝑟12

)︂2

− 1

⎞⎠2

,

𝜃1 =
2𝜎 − 𝜇

𝜇

⎛⎝arctan

⎛⎝ 2𝜇

𝑟212
𝑡−

√︃
4

(︂
𝑟1 (0)

𝑟12

)︂2

− 1

⎞⎠−

arctan

⎛⎝√︃4

(︂
𝑟1 (0)

𝑟12

)︂2

− 1

⎞⎠⎞⎠ . (3.27)

На рис. 3.11 и 3.12 приведены примеры траекторий вихрей и соответствующие компо

ненты импульса (3.15) при (a) 𝜎 = 0, 1, 𝜇 = 1, 𝑥1 = 𝑥2 = −10, 𝑦1 = −𝑦2 = 1 и (b) 𝜎 = 5,

𝜇 = 1, 𝑥1 = 𝑥2 = −10, 𝑦1 = −𝑦2 = 1. Слабое отклонение траектории движения диполя приве

дено на рис. 3.11a. В работе [386] для квази-геострофических вихрей показана возможность

аналогичного отклонения для случая цилиндрической топографической преграды.

На рис. 3.11b приведен пример существенного отклонения траектории движения ди

поля от своего прямолинейного распространения. Видно, что диполь совершает несколько
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Рис. 3.12. Компоненты импульса 𝐿𝑥, 𝐿𝑦 в зависимости от времени 𝑡 для случаев с рис. 3.11.

полных оборотов вокруг фиксированного вихря, при этом компоненты импульса колеблются

в ограниченных пределах (рис. 3.12b).

Из явного решения (3.25) можно получить угол, под которым диполь уходит на беско

нечность

𝜃∞ =
2𝜎 − 𝜇

𝜇

⎛⎝𝜋
2
− arctan

⎛⎝√︃4

(︂
𝑟1 (0)

𝑟12

)︂2

− 1

⎞⎠⎞⎠ . (3.28)

Из (3.27) следует, что диполь проходит через свою начальную координату при отношении

интенсивностей 𝜎 = 𝜇
2
.

Теперь рассмотрим общий случай несимметричной конфигурации при 𝑀 ̸= 0. Данное

условие приводит к тому, что расстояние между вихрями диполя перестает быть постоянным,

что значительно усложняет динамику системы.

Несимметричная конфигурация

При несимметричном расположении вихрей диполя в начальный момент угловой момент

не сохраняется. Это приводит к тому, что, помимо того, что начинает меняться расстояние

между вихрями диполя, так же появляется режим захвата диполя в окрестности фиксиро

ванного вихря. При этом, диполь начинает двигаться периодически в ограниченной области

в окрестности фиксированного вихря. На рис. 3.13a приведен пример траектории диполя,

двигающегося неограниченно после взаимодействия с фиксированным. На рис. 3.13b, наобо

рот, приведен случай, когда диполь двигается периодически в окрестности фиксированного

вихря. На рис. 3.13c показан пограничный случай, когда вихри в точности двигаются по

одной и той же орбите без сдвига.

Получим условие на захват диполя в окрестности фиксированного вихря. Без потери

общности рассмотрим случай расположения всех трех вихрей на одной прямой в начальный
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Рис. 3.13. Траектории вихрей диполя при 𝜎 = 30, 𝜇 = 10, 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0, 𝑥1(0) = 30.1. (a)

рассеяние диполя фиксированным вихрем без захвата (𝑥2(0) = −14.1917863); (b) захват диполя в

окрестности фиксированного вихря (𝑥2(0) = −14.1917862); (c) пограничный случай захвата диполя

в окрестности фиксированного вихря, при котором вихри диполя двигаются в точности по одним и

тем же орбитам (𝑥2(0) = −14.191786264359).
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Рис. 3.14. Графики величины 𝑅 в зависимости от 𝜌. Кривая 1 ( �̃� ≡ 0, 05 и 𝜎
𝜇 = 1) –захват диполя

в окрестности фиксированного вихря, кривая 2 ( �̃� ≡ 0, 05 и 𝜎
𝜇 = 2) – неограниченное движение

диполя.

момент времени, т.е. sin(𝜃1 − 𝜃2) = 0. Такое расположение соответствует тому, что диполь

начинает двигаться с экстремума (из (3.21) следует, что 𝑑𝑟
𝑑𝑡

= 0). В соответствии с рис.

3.13, в данном случае радиус 𝑟 имеет единственный экстремум в только тогда, когда диполь

двигается неограниченно, и, как минимум, два экстремума, когда диполь захватывается.

Тогда из (3.21) следует, что диполь движется неограниченно тогда, когда

𝑅 ≡ 4𝜌 (𝜌− 1) −

(︃
1 − 2𝜌+

𝐻2
0

𝑀

(︂
1 − 1

𝜌

)︂−𝜎
𝜇

)︃2

> 0, (3.29)

для любого 𝜌 ∈
(︁
𝑟21(0)

𝑀
,∞
)︁

и равен нулю только при 𝜌 =
𝑟21(0)

𝑀
, где 𝑟1 (0) – начальное положение

вихря с положительной интенсивностью. Если же у выражения (3.29) на этом интервале

меняется знак, то это означает, что диполь захватывается в окрестности фиксированного

вихря. Пример поведения функции 𝑅 приведен на рис. 3.14. Кривая 1 соответствует случаю

захвата диполя (�̃� ≡ 𝐻2
0

𝑀
= 0, 05 и 𝜎

𝜇
= 1), кривая 2 – неограниченное распространение диполя

(�̃� = 0, 05 и 𝜎
𝜇

= 2).

3.3. Перенос примеси при взаимодействии пары вихрей с

изолированной топографической преградой

В предыдущем параграфе рассматривалась динамика самодвижущегося диполя при его

взаимодействии с фиксированным вихрем. Показано, что возможны две динамические кар

тины: (1) после взаимодействия с фиксированным вихрем, диполь продолжает свое само

индуцированное движение на бесконечность, (2) диполь захватывается в окрестности вихря

и совершает колебательные движения в ограниченной области. Оба данных типа взаимодей
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ствия порождают перенос пассивных жидких частиц, как регулярный, так и хаотический. В

данном параграфе анализируются различные режимы переноса жидких частиц, вызванного

вихревым взаимодействием.

Как известно, трех-вихревая система является полностью интегрируемой. То есть тра

ектории всех трех вихрей являются регулярными и устойчивыми к малым возмущениям.

В тоже время именно трех-вихревая система порождает хаотическую динамику жидких ча

стиц в своей окрестности [391, 392]. В симметричной конфигурации, система из четырех

вихрей является интегрируемой, но адвекция жидких частиц в этой задаче также являет

ся хаотической [394]. Как и ранее, хаотическая адвекция в данном случае выражается в

экспоненциальной расходимости изначально близких траекторий [353, 393]. В тоже время,

вихревая система является полностью детерминированной.

При наличии внешних ограничений, такие системы могут демонстрировать хаотическое

поведение при меньшем числе точечных вихрей. Например, система из трех вихрей стано

вится хаотической при помещении ее в деформационный поток, состоящий из сдвиговой и

вращательной компонент [227]. Динамика жидких частиц становится хаотической в таком

потоке уже в системе из двух вихрей [371, 395, 396].

Рассмотрим вихревую конфигурацию, введенную в предыдущем параграфе. Самодви

жующийся диполь с точечными вихрями, вращающимися в разные стороны, одинаковой

интенсивности |𝜇| движутся в направлении фиксированного точечного вихря интенсивности

𝜎, играющего роль изолированной топографической преграды. Функция тока потока имеет

гамильтонову форму:

𝜓 = 𝜎 ln (𝑟0) + 𝜇 ln

(︂
𝑟1
𝑟2

)︂
, (3.30)

где 𝑟0 =
(︀
(𝑥− 𝑥0)

2 + (𝑦 − 𝑦0)
2)︀1/2 – расстояние от произвольной точки потока (𝑥, 𝑦) до фик

сированного вихря (𝑥0, 𝑦0), 𝑟1 =
(︀
(𝑥− 𝑥1)

2 + (𝑦 − 𝑦1)
2)︀1/2, 𝑟2 =

(︀
(𝑥− 𝑥2)

2 + (𝑦 − 𝑦2)
2)︀1/2 –

соответствующие расстояния до вихрей в диполе. Далее получаем уравнения движения для

произвольной жидкой частицы в потоке:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝜕𝜓

𝜕𝑦
= −

(︂
𝜎

(𝑦 − 𝑦0)

𝑟02
+ 𝜇

(︂
(𝑦 − 𝑦1)

𝑟12
− (𝑦 − 𝑦2)

𝑟22

)︂)︂
,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 𝜎

(𝑥− 𝑥0)

𝑟02
+ 𝜇

(︂
(𝑥− 𝑥1)

𝑟12
− (𝑥− 𝑥2)

𝑟22

)︂
. (3.31)

Траектории самих вихрей в диполе определяются из соотношений 3.14. Проанализируем

адвекцию жидких частиц, индуцируемую локализованным и нелокализованным движением
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диполя в окрестности фиксированного вихря.

Для оценки эффективности переноса в случае неограниченного распространения дипо

ля будем использовать следующую характеристику. Распределим равномерно некоторое ко

личество маркеров внутри области рециркуляции, индуцируемой изолированным диполем.

Далее посчитаем число оставшихся маркеров внутри этой области после взаимодействия ди

поля с фиксированным вихрем. Изменение в количестве маркеров и будет свидетельствовать

о эффективности переноса жидких частиц при взаимодействии.

В качестве начального распределения маркеров выберем область рециркуляции, инду

цируемую изолированным самораспространяющимся диполем ( см., например [397]). Пусть

диполь двигается вдоль оси 𝑥, благодаря само-индукции, диполь двигается равномерно и

прямолинейно со скоростью 𝑈 = − 𝜇
2𝑦0

, где (0, 𝑦0), (0,−𝑦0) – начальные положения вихрей с

интенсивностями 𝜇 и −𝜇. Тогда траектории вихрей легко вычисляются 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑈𝑡, 𝑦1 =

−𝑦2 = 𝑦0. Перейдем в систему координат, движущуюся со скоростью распространения дипо

ля 𝑈 . В этой системе диполь стационарен, 𝑥 = 𝑥′ −𝑈𝑡, 𝑦 = 𝑦′. Уравнения движения жидких

частиц в данной системе координат имеют вид:

�̇� = 𝑈 − 𝜇

(︂
𝑦 − 𝑦0

𝑥2 + (𝑦 − 𝑦0)
2 − 𝑦 + 𝑦0

𝑥2 + (𝑦 + 𝑦0)
2

)︂
,

�̇� = 𝜇𝑥

(︂
1

𝑥2 + (𝑦 − 𝑦0)
2 − 1

𝑥2 + (𝑦 + 𝑦0)
2

)︂
. (3.32)

Так эта система автономна, то в ней существуют особые точки. В данном случае – это

две гиперболические точки с координатами
(︀√

3𝑦0, 0
)︀
,
(︀
−
√

3𝑦0, 0
)︀
. Через эти точки проходит

сепаратриса, отделяющая область рециркуляции и внешний поток. Жидкость, находящаяся

внутри области рециркуляции не может пересечь данную сепаратрису, и, поэтому, такой

диполь переносит фиксированный объем жидкости на любые расстояния. Линия тока 𝜓 = 0,

соответствующая сепаратрисе, находится из выражения:

𝜓 = −𝑈𝑦 +
𝜇

2
log

𝑥2 + (𝑦 + 𝑦0)
2

𝑥2 + (𝑦 − 𝑦0)
2 . (3.33)

Тогда уравнение сепаратрисы имеет вид:

𝑥2 =
(𝑦 + 𝑦0)

2𝑒
− 𝑦

𝑦0 − (𝑦 − 𝑦0)
2

1 − 𝑒
− 𝑦

𝑦0

. (3.34)

Отсюда видно, что площадь области, ограниченной сепаратрисой зависит только от на

чального расстояния между вихрями диполя и интенсивности их вращения. Далее поместим

такой объект в нашу систему и направим его по направлению к фиксированному вихрю.

Используя уравнение (3.34), распределим внутри ограниченной сепаратрисой области

∼ 104 маркеров и проследим за их эволюцией в процессе взаимодействия диполя с фикси

рованным вихрем. На рис. 3.15 приведены последовательные распределения маркеров при
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Рис. 3.15. Распределения маркеров в указанные моменты времени. 𝑥1 (0) = 𝑥2 (0) = −90, 𝑦1 (0) = 5,

𝑦2 (0) = −5 при 𝜎 = 5 и 𝜇 = 10.

значениях параметров 𝑥1 (0) = 𝑥2 (0) = −90, 𝑦1 (0) = 5, 𝑦2 (0) = −5, 𝜎 = 5 и 𝜇 = 10. Макси

мальный радиус пятна маркеров, в соответствии с (3.34), равен ∼ 10, 43. Изначально диполь

расположен далеко от фиксированного вихря, так что перед началом взаимодействия с фик

сированным вихрем он проходит существенное расстояние. Причем диполь начинает терять

маркеры только вблизи фиксированного вихря, поэтому, можно считать, что выбор началь

ного распределения маркеров в соответствии с стационарной формой 3.34 оправдан.

На рис. 3.15 приведена типичная эволюция распределения маркеров. Диполь сначала

приближается к фиксированному вихрю, далее взаимодействует с ним (см. рис. 3.15c). После

взаимодействия диполь покидает окрестность фиксированного вихря и удаляется на беско

нечность. Причем часть маркеров остаются в окрестности фиксированного вихря. Как только

влияние фиксированного вихря начинает ослабевать, диполь перестает терять маркеры ( рис.

3.15d). Как видно из рис. 3.15b, диполь начинает терять маркеры около отметки 𝑥 = −60,

следовательно отсюда влияние фиксированного вихря начинает быть существенным. Из рис.

3.15d видно, что диполь перестает терять маркеры в окрестности 𝑥 = −200.

Очевидно доля маркеров, потерянная диполем в процессе движения, существенно зави

сит от параметров системы и начальной ориентации диполя относительно фиксированного
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вихря. В дальнейших численных расчетах будем считать, что диполь заведомо перестает те

рять маркеры на расстоянии 300 единиц от фиксированного диполя. В соответствии с (3.34)

объем жидкости, которую переносит, диполь зависит от расстояния между вихрями диполя

и от его скорости само-распространения. Эти параметры и будем менять с целью установить

различные режимы адвекции жидкости. Помимо этого важной характеристикой является

угол, под которым диполь приближается к фиксированному вихрю.

На рис. 3.16 и 3.17 приведены доли 𝜂 маркеров, потерянных диполем, центр которо

го изначально располагается в точке (𝑥𝑐, 𝑦𝑐), при взаимодействии с фиксированным вих

рем относительно начального распределения, в зависимости от угла 𝛼, под которым диполь

приближается к фиксированному вихрю. Кривые на рис. 3.16 слева направо и сверху вниз

соответствуют начальному расстоянию между вихрями в диполе 𝑟12 (0): 6, 10, 14, 20 при

параметрах 𝜇 = 10, 𝜎 = 5, 𝑥𝑐 (0) = −90, 𝑦𝑐 (0) = 0. Аналогичные кривые с рис. 3.17 соответ

ствуют интенсивности диполя 𝜇: 5, 10, 15, 20, 25, 30 при параметрах 𝜎 = 5, 𝑥𝑐 (0) = −90,

𝑟12 (0) = 10, 𝑦𝑐 (0) = 0. На обоих рисунках видно, что наиболее эффективная потеря маркеров

диполем происходит в случае, когда пара приближается к фиксированному вихрю немного

несимметрично в сторону вращения фиксированного вихря (область отрицательных углов

на рис. 3.16, 3.17). Из рис. 3.17 видно, что, чем больше интенсивность диполя, тем меньше

маркеров он теряет. То есть, чем выше скорость само-распространения диполя, тем быстрее

он преодолевает влияние фиксированного вихря и тем более цельным остается.

Теперь перейдем к случаю захвата диполя в локализованную область в окрестности

фиксированного вихря. Так как диполь находится достаточно близко от фиксированного

вихря, то разделить жидкость, связанную с диполем, как в случае нелокализованного движе

ния, невозможно. Однако в случае захвата диполь движется периодически во вращающейся

системе координат. Данное периодическое движение выступает в роли периодического воз

мущения для динамики жидких частиц, аналогично задаче о захвате монопольного вихря в

окрестности топографии из параграфа 2.1. Поэтому для анализа переноса жидких частиц

можно применить методы из теории периодически-возмущаемых динамических систем. По

строение сечений Пуанкаре является удобным способом определить области хаотического и

регулярного переноса жидких частиц. Для построения сечений необходимо вычислить пери

од оборота диполя вокруг фиксированного вихря и далее отображать положения жидких

частиц через этот период. Если начальное положение жидкой частицы находится в регу

лярной области, то на сечениях Пуанкаре будет видна замкнутая орбита, проходящая через

это начальное положение. Если же начальное положение попадает в область хаотической

динамики, то траектория будет выглядеть как набор бессвязных точек [393].
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Рис. 3.16. Доля маркеров, потерянная диполем при взаимодействии с фиксированным вихрем в

зависмоти от угла, под которым диполь приближается к фиксированному вихрю. Кривые слева

направо и сверху вниз соответствуют начальному расстоянию между вихрями диполя 𝑟12 (0): 6, 10,

14, 20 при параметрах 𝜇 = 10, 𝜎 = 5, 𝑥𝑐 (0) = −90, 𝑦𝑐 (0) = 0.

Рис. 3.17. Доля маркеров, потерянная диполем при взаимодействии с фиксированным вихрем в

зависмоти от интенсивности диполя. Кривые слева направо и сверху вниз соответствуют интенсив

ности диполя 𝜇: 5, 10, 15, 20, 25, 30 при параметрах 𝜎 = 5, 𝑥𝑐 (0) = −90, 𝑟12 (0) = 10, 𝑦𝑐 (0) = 0.
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Рис. 3.18. Сечения Пуанкаре во вращающейся системе координат. Начальные положения положи

тельного вихря, отрицательно вихря и фиксированного вихря соответственно обозначены треуголь

ников, квадратом и крестом. Значения параметров 𝜎 = 30, 𝜇 = 10, 𝑥1 (0) = 30, 1, 𝑦1 (0) = 0, 𝑦2 (0) = 0

постоянны для всех фрагментов. Положение положительного вихря меняется следующим образом:

(a) 𝑥2 (0) = −14, 19178; (b) 𝑥2 (0) = −13; (c) 𝑥2 (0) = −11; (d) 𝑥2 (0) = −8; (e) 𝑥2 (0) = −5; (f)

𝑥2 (0) = −2.
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На рис. 3.18 приведены сечения Пуанкаре для различных значений начального положе

ния положительного вихря при неизменных остальных параметрах: 𝜎 = 30, 𝜇 = 10, 𝑥1 (0) =

30, 1, 𝑦1 (0) = 0, 𝑦2 (0) = 0. На рис. 3.18a для 𝑥2 (0) = −14, 19178 изображен случай наиболее

эффективного хаотического переноса жидких частиц [172, 398, 399]. Под эффективностью ха

отического переноса, в данном случае, понимается наибольшее мера хаотических начальных

положений по сравнению с регулярными.

Из рис. 3.18a видно, что практически все области регулярного переноса разрушены,

за исключением нескольких областей устойчивости. На рис. 3.18b,c видно, что значитель

ная часть траекторий жидких частиц становятся хаотическими, формируя хаотическое море

[391, 392] вокруг устойчивой зоны рециркуляции. С дальнейшим приближением положитель

ного вихря к отрицательному, площадь хаотического моря уменьшается (3.18d) до тех пор,

пока почти все траектории в окрестности регулярной области рециркуляции перестают быть

хаотическими (3.18e). В тоже время, остается незначительная область хаотического пере

носа из-за быстрых колебаний положительного вихря вокруг фиксированного вихря. Если

положительный вихрь стартует совсем рядом с фиксированным вихрем, так что они воздей

ствуют на третий вихрь как единое целое, динамика жидких частиц становится почти всюду

регулярной (3.18f).

3.4. Взаимодействием двухслойного компенсированного вихря с

изолированной преградой в двухслойной жидкости

В данном параграфе рассматривается двухслойная компенсированная вихревая пара,

которую называют хетоном [126], взаимодействующая с подводной возвышенностью цилин

дрической формы. Динамика таких вихревых образований в различных средах представляет

существенный интерес [134, 139, 140, 143, 146, 148, 156, 255, 400, 401]. В работе [324] рассмат

ривается динамика хетона, состоящего из большого набора точечных вихрей, при его вза

имодействии с изолированной топографической преградой и несколькими изолированными

топографическими преградами [344].

В данном параграфе рассматривается подход, основанный на использовании точечных

вихрей. Для устойчивого хетона выделяются типичные режимы движения, включая режимы

нерегулярной динамики.

Известно, что в аналогичной баротропной модели (см. параграф 3.2 и работы [13, 17,

386]) существует два типа взаимодействия самодвижущейся вихревой пары и изолированного

препятствия на вращающейся плоскости. Во-первых, пара, после взаимодействия с прегра
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дой, продолжить свое движение на бесконечность. Во-вторых, пара может захватиться в

области топографической преграды и продолжить свое движение в ограниченной области.

Будем рассматривать аналогичные режимы движения двухслойной вихревой пары при ее

взаимодействии с цилиндрической изолированной топографической преградой.

Рассмотрим двухслойную идеальную жидкость на 𝑓 - плоскости в квази-геострофиче

ском приближении и в приближении твердой крышки. Каждый слой жидкости имеет посто

янную различную плотность [253, 314]. Тогда выполняется закон сохранения потенциальной

завихренности

𝐷𝑖𝑞𝑡
𝐷𝑡

= 0, (3.35)

с

𝑞1 = ∆𝜓1 +
𝑓

𝐻1

𝜁, 𝑞2 = ∆𝜓2 +
𝑓

𝐻2

(︁
ℎ̃− 𝜁

)︁
, (3.36)

где ∆ – двумерный оператор Лапласа, 𝜓𝑖 – функция тока, равная аномалии давления 𝑝𝑖 в

𝑖-ом слое ( 𝑖 = 1 соответствует верхнему слою) глубины 𝐻𝑖 и плотности 𝜌𝑖, 𝑓 – параметр

Кориолиса, ℎ̃ – изолированное возмущение дна и 𝜁 = 𝑓
𝑔*

(𝜓2 − 𝜓1) – возмущение границы

раздела между слоями, 𝑔* = 𝑔 (𝜌2−𝜌1)
𝜌2

– редуцированное ускорение свободного падения.

Функция тока 𝜓𝑖 может быть представлена посредством двух вспомогательных функ

ций: баротропной Ψ и бароклинной Ψ′ следующим образом

𝜓1 = Ψ − 𝐻2

𝐻
Ψ′, 𝜓2 = Ψ +

𝐻1

𝐻
Ψ′, (3.37)

где

𝐻∆Ψ = 𝐻1𝑞1 +𝐻2𝑞2 − 𝑓ℎ̃, ∆Ψ′ − 𝑘21Ψ′ = 𝑞2 − 𝑞1 − 𝑓
ℎ̃

𝐻2

, (3.38)

𝑘1 = 1
𝐿𝐷

= 𝑓
(︁

𝐻
𝑔*𝐻1𝐻2

)︁1/2
, 𝐻 = 𝐻1 +𝐻2 – полная глубина и 𝐿𝐷 – внутренний радиус деформа

ции.

Будем рассматривать возмущение дна в виде изолированного цилиндра с радиусом 𝑎

и высотой ℎ, т.е. ℎ̃ =

⎧⎨⎩ ℎ, 𝑟 ≤ 𝑎,

0, 𝑟 > 𝑎,
. Тогда соответствующие баротропная и бароклинная

функции тока удовлетворяют выражениям [119]

𝐻∆Ψ0 = −𝑓ℎ, ∆Ψ0
′ − 𝑘21Ψ0

′ = −𝑓ℎ̃
𝐻2

. (3.39)
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Отсюда получаем решения вида [119]

Ψ0 = −𝑓ℎ𝑎
2

4𝐻

⎧⎨⎩
(︀
𝑟
𝑎

)︀2
, 𝑟 ≤ 𝑎,

1 + 2 log 𝑟
𝑎
, 𝑟 > 𝑎,

Ψ0
′ = − 𝑓ℎ2

𝑘21𝐻2

⎧⎨⎩ 1 − 𝑎𝑘1𝐼0 (𝑘1𝑟)𝐾1 (𝑎𝑘1) , 𝑟 ≤ 𝑎,

𝑎𝑘1𝐼1 (𝑎𝑘1)𝐾0 (𝑘1𝑟) , 𝑟 > 𝑎.
(3.40)

Решения (3.37)–(3.40) выбираются в таком виде, чтобы обеспечить появление антициклони

ческой относительной завихренности при положительном возвышении дна (ℎ > 0).

Полный поток состоит из компонент, описывающих влияние цилиндра и хетона,

Ψ = Ψ0 + Ψ1, Ψ′ = Ψ0
′ + Ψ1

′. (3.41)

Пусть точечный вихрь интенсивности 𝜇1 располагается в верхнем слое, а точечный

вихрь интенсивности 𝜇2 в нижнем слое. Тогда

𝑞𝑖 = 𝑓𝜇𝑖𝐿
2
0𝛿 (𝑥− 𝑥𝑖) 𝛿 (𝑦 − 𝑦𝑖) , (3.42)

где 𝛿 (·) – дельта-функция Дирака, 𝑥, 𝑦 – декартовы координаты, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 – положение 𝑖-го вихря,

𝐿0 – характеристический горизонтальный масштаб. Отсюда

∆Ψ1 =
2∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖𝑓𝜇𝑖𝐿
2
0𝛿 (𝑥− 𝑥𝑖) 𝛿 (𝑦 − 𝑦𝑖),

∆Ψ1
′ − 𝑘21Ψ1

′ =
2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖𝑓𝜇𝑖𝐿
2
0𝛿 (𝑥− 𝑥𝑖) 𝛿 (𝑦 − 𝑦𝑖). (3.43)

Следовательно

Ψ1 =
2∑︁
𝑖=1

𝑓𝐻𝑖𝜇𝑖
𝑘20

log (𝑘0 |r− r𝑖|),

Ψ1
′ =

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖+1𝑓𝜇𝑖
𝑘20

𝐾0 (𝑘1 |r− r𝑖|), (3.44)

где 𝑘0 = 1
𝐿0

и r = (𝑥, 𝑦) , r𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). Используя (3.40), (3.41) и геострофические соотношения,

получаем

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝑡

= −𝜕𝜓𝛼
𝜕𝑦

=
𝑓

𝐻

(︃
2∑︁
𝑖=1

(𝑦 − 𝑦𝑖)𝜇𝑖
𝑅𝑖𝑘20

𝑉𝛼 (𝑅𝑖) − ℎ𝑦𝑊𝛼 (𝑟)

)︃
,

𝑑𝑦𝛼
𝑑𝑡

=
𝜕𝜓𝛼
𝜕𝑥

=
𝑓

𝐻

(︃
2∑︁
𝑖=1

(𝑥− 𝑥𝑖)𝜇𝑖
𝑅𝑖𝑘20

𝑉𝛼 (𝑅𝑖) − ℎ𝑥𝑊𝛼 (𝑟)

)︃
, (3.45)

где 𝛼 = 1, 2 соответствует верхнему и нижнему слоям, соответственно

и 𝑅𝑖 =
(︀
(𝑥− 𝑥𝑖)

2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)
2)︀1/2,

𝑉𝛼 (𝑅𝑖) =

[︂
𝐻𝑖

𝑅𝑖

+ (−1)𝑖−𝛼+2𝑘1𝐻3−𝛼𝐾1 (𝑘1𝑅𝑖)

]︂
, (3.46)
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𝑊𝛼 (𝑟) =

⎧⎨⎩ 1
2

+ (−1)3−𝛼𝐻3−𝛼

𝐻2

𝑎𝐼1(𝑘1𝑟)𝐾1(𝑎𝑘1)
𝑟

, 𝑟 ≤ 𝑎,

𝑎2

2𝑟2
+ (−1)3−𝛼𝐻3−𝛼

𝐻2

𝑎𝐼1(𝑎𝑘1)𝐾1(𝑘1𝑟)
𝑟

, 𝑟 > 𝑎.
(3.47)

Перепишем выражение (3.45) в безразмерной форме с помощью замены переменных

(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑟, 𝑅𝑖, 𝑎, ℎ,𝐻,𝐻𝑖) = 𝑘−1
1 (𝑥, 𝑦, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑟, 𝑅𝑖, 𝑎, ℎ,𝐻,𝐻𝑖)

*, 𝑡 = 𝑓−1𝑡*. Опуская звездочку,

получаем

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝑡

= − 1

𝐻

(︃
𝛾2

2∑︁
𝑖=1

(𝑦 − 𝑦𝑖)𝜇𝑖
𝑅𝑖

Ξ𝛼 (𝑅𝑖) − ℎ𝑦Φ𝛼 (𝑟)

)︃
,

𝑑𝑦𝛼
𝑑𝑡

=
1

𝐻

(︃
𝛾2

2∑︁
𝑖=1

(𝑥− 𝑥𝑖)𝜇𝑖
𝑅𝑖

Ξ𝛼 (𝑅𝑖) − ℎ𝑥Φ𝛼 (𝑟)

)︃
, (3.48)

где 𝑅𝑖 =
(︀
(𝑥− 𝑥𝑖)

2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)
2)︀1/2, а функция

Ξ𝛼 (𝑅𝑖) =

[︂
𝐻𝑖

𝑅𝑖

+ (−1)𝑖−𝛼+2𝑘1𝐻3−𝛼𝐾1 (𝑅𝑖)

]︂
, (3.49)

Φ𝛼 (𝑟) =

⎧⎨⎩ 1
2

+ (−1)3−𝛼𝐻3−𝛼

𝐻2

𝑎𝐼1(𝑟)𝐾1(𝑎)
𝑟

, 𝑟 ≤ 𝑎,

𝑎2

2𝑟2
+ (−1)3−𝛼𝐻3−𝛼

𝐻2

𝑎𝐼1(𝑎)𝐾1(𝑟)
𝑟

, 𝑟 > 𝑎
(3.50)

описывает влияние цилиндрического препятствия в нижнем слое.

Уравнения движения самих вихрей получаются путем подстановки координат вихрей в

систему (3.45) и удалением самоиндукции. Таким образом, имеем

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝑡

= −𝛾
2

𝐻

𝜇3−𝛼𝐻3−𝛼

𝑟12
(𝑦𝛼 − 𝑦3−𝛼)

[︂
1

𝑟12
−𝐾1 (𝑟12)

]︂
+

ℎ

𝐻
𝑦𝛼Φ𝛼 (𝑟𝛼)

𝑑𝑦𝛼
𝑑𝑡

=
𝛾2

𝐻

𝜇3−𝛼𝐻3−𝛼

𝑟12
(𝑥𝛼 − 𝑥3−𝛼)

[︂
1

𝑟12
−𝐾1 (𝑟12)

]︂
−

ℎ

𝐻
𝑥𝛼Φ𝛼 (𝑟𝛼) , (3.51)

где 𝑟𝛼 = (𝑥2𝛼 + 𝑦2𝛼)
1/2, 𝛼 = 1, 2, 𝑟12 =

(︀
(𝑥1 − 𝑥2)

2 + (𝑦1 − 𝑦2)
2)︀1/2.

Далее будем анализировать поведение вихрей хетона в зависимости от его начального

положения и интенсивности.

3.4.1. Неограниченная динамика хетона при взаимодействии с цилиндрической

подводной преградой

Так как рассматривается модель точечных вихрей, то все эффекты, связанные с пере

распределением завихренности в системе, не учитываются. В тоже время интенсивные вихри,
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Рис. 3.19. Неограниченное движение наклонного хетона с симметричной начальной конфигурацией.

Сплошная (штриховая) линия соответствует траектории верхнего (нижнего) вихря. 𝜇 = −21, 𝑦 = −7

для указанных 𝑥.

которые долгое время сохраняют свою целостность, успешно моделируются точечными вих

рями [177, 178]. На рис. 3.19 представлены траектории наклонного хетона (пара вихрей чьи

центры разнесены на некоторое расстояние друг относительно друга), изначально направлен

ного в сторону цилиндрической преграды. Чтобы структура индуцировала свое прямолиней

ное распространение необходимо, чтобы выполнялось условие 𝐻1𝜇1 = −𝐻2𝜇2. Все дальней

шие вычисления выполнены для физических параметров 𝐻1 = 𝐻2 = 1/2, ℎ = 0, 1, 𝑅 = 3. На

рис. 3.19 приведены траектории вихрей хетона для различных начальных расстояний между

вихрями хетона 𝜇1 = −𝜇2 = 𝜇 = −21, 𝑦1 = 𝑦2 = 𝑦 = −7, 𝑥1 = −𝑥2 = 𝑥.

Из рисунка видно, что при начальном расстоянии между вихрями 𝑥 = 3, траектория

вихря верхнего слоя опоясывает цилиндр, при этом вихрь нижнего слоя замедляется. Дальше

вихри снова объединяются в самораспространяющуюся пару и движутся в неограниченной

области. При 𝑥 = 2, 5, траектория нижнего вихря имеет особую точку, а петля на траектории

верхнего вихря становится меньше по сравнению с предыдущим случаем. При 𝑥 = 0, 5, хетон

слабо взаимодействует с цилиндрической преградой. В тоже время, направление движения

хетона сильно меняется после взаимодействия. Без преграды, хетон бы двигался прямолиней

но вдоль оси 𝑦. В целом, можно сделать вывод, что уменьшение расстояния между вихрями

приводит к более слабому взаимодействию с препятствием. То есть, чем быстрее скорость

самодвижения хетона, тем слабее влияние внешних факторов на его динамику.

3.4.2. Захват хетона в области топографической преграды

Как было показано в параграфе 3.2 в аналогичной баротропной задаче, вихревая пара

может захватываться в области изолированной топографической преграды и, как следствие,
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Рис. 3.20. Ограниченная динамика хетона в случае симметричных начальных условий. Сплошная

(штриховая) линия соответствует траектории вихря верхнего (нижнего) слоя. Параметры: 𝜇 = 21,

𝑦 = −2, 𝑥 = −0, 5.

двигаться в ограниченной области. Аналогичная динамика возможна и для случая хетона в

двухслойной модели. В тоже время наличие стратификации потока и расположение вихрей в

различных слоях приводит к появлению более сложной динамики, по сравнению с баротроп

ной моделью. Основное качественное отличие заключается в том, что в баротропной модели,

при изначально симметричном расположении вихрей пары относительно изолированной пре

грады, будет наблюдаться ее неограниченное движение. В случае хетона, однако, возможны

локализованные режимы его движения даже при изначально симметричной конфигурации.

Это связано с тем, что, в отличии от баротропного случая, расстояние между вихрями хетона

𝑟12 может изменяться. Более того, как будет продемонстрировано далее, разница между слу

чаями баротропной вихревой пары и хетона более глубокая. А именно, траектории вихрей в

баротропном случае всегда регулярны, как в случае неограниченной, так и в случае ограни

ченной динамики. В тоже время, траектории вихрей хетона проявляют черты нерегулярной

динамики, что выражается в экспоненциальной чувствительности к малым изменениям в

начальных условиях [353, 354].

Расположим вихри хетона симметрично относительно цилиндрической преграды, кото

рая находится в начале координат. Как видно из рис. 3.20, существует режим ограниченной

динамики хетона.

На первый взгляд, траектории вихрей выглядят регулярными, т.е. устойчивыми к ма

лым возмущениям. Тем не менее, детальный анализ показывает, что движение хетона явля
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ется хаотическим, что выражается в экспоненциальной расходимости изначально близких

траекторий. Для подтверждения этого наблюдения, проведем следующий численный экспе

римент. Будем поступательно менять координату 𝑦 начального положения хетона при по

стоянных значениях начальной координаты 𝑥 и 𝜇 = 21, 𝑥 = 0, 01. Далее вычисляем число

пересечений между траекториями вихрей нижнего и верхнего слоев с осью ординат на про

тяжении 106 безразмерных единиц времени. Малое количество пересечений будет указывать

на то, что хетон не захватывается в окрестности топографии и продолжает движение на

бесконечность после взаимодействия.

На рис. 3.21a представлено число пересечений траекторий вихрей с осью ординат. Од

но пересечение соответствует половине оборота вихря вокруг центра координат. Как видно

из рисунка, система демонстрирует хаотическую динамику захвата хетона в окрестности то

пографии [103, 320, 347, 402]. Таким образом, предсказание поведения данной траектории

по известному поведение траекторий с близкими начальными положениями невозможно.

Действительно, последовательные изменения начального положения на оси ординат при

водят к скачкообразным изменениям на графиках, изображающих число пересечений. Из

рис. 3.21b,c, на которых приведены аналогичные графики, отмасштабированные на мень

шие интервалы, содержащие такое же количество начальных положений, видно, что динами

ка действительно является хаотической. Из рисунков видно, что любой конечный интервал

начальных условий содержит в себе начальные условия, приводящие ко всем возможным

траекториям вихрей. Такое поведение свидетельствует о фрактальной структуре множества

начальных условий для траекторий вихрей [354]. Аналогичная динамика наблюдается, если

изменять другие параметры системы. Будем менять начальное расстояние между вихрями

хетона при фиксированном начальном положении на оси ординат. На рис. 3.21d приведены

графики числа пересечений траекторий вихрей с осью ординат в зависимости от начального

расстояния между вихрями 𝑥, при условии 𝜇1 = −𝜇2 = 30, 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = −8. Такое хаотиче

ское поведение является отличительной чертой динамики именно хетона и не наблюдается

в аналогичной баротропной модели [13, 17]. Более того, если рассматривать вихревую пару

с вихрями, располагающимися в одном слое в аналогичной слоистой модели, то динамика

будет регулярной, как и в баротропном случае.

Теперь рассмотрим специфическую симметричную конфигурацию - выровненный хе

тон, т.е. такой хетон, вихри которого в начальный момент располагается строго один над

другим. В неограниченной области, такой хетон будет оставаться неподвижным, так как он

не индуцирует самодвижение. В нашем случае, влияние топографической преграды приво

дит к тому, что вихри перестают быть строго выровненными и, как следствие, появляется
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Рис. 3.21. (a)–(c) Число пересечений траекторий вихрей (положительный 𝜇1 и отрицательный 𝜇2)

в зависимости от координаты 𝑦 начального положения хетона, при условии 𝜇 = 21, 𝑥 = 0, 01.

Представлено 300 равномерно распределенных начальных положений в различных интервалах на

оси ординат: (a) 𝑦 ∈ [−10, −7]; (b) 𝑦 ∈ [−8, 5, −7, 6]; (c) 𝑦 ∈ [−8, 5, −8, 2]. (d) число пересечений

траекторий вихрей с осью ординат в зависимости от координаты 𝑥 начального положения хетона,

при условии 𝜇 = 30, 𝑦 = −8.
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Рис. 3.22. Примеры траекторий выровненного хетона, думонстрирующих хаотическое поведение.

Раздичные начальные положения приводят к непредсказуемым замысловатым траекториям вихрей.

(a) 𝜇 = 300, 𝑦 = −10; (b) 𝜇 = 300, 𝑦 = −20.

самодвижение.

Динамика такого хетона при его взаимодействии с изолированной цилиндрической пре

градой может быть различной. Хетон может захватываться в окрестности топографической

преграды на значаительно больших расстояниях, по сравнению с наклонным хетоном. Это

связано с тем, что скорость самодвижения у выровненного хетона, в данном случае, значи

тельно ниже и, следовательно, ему сложней преодолеть влияние топографической преграды.

Траектории вихрей хетона в случае захвата имеют очень сложную структуру. Размер обла

сти, в которой хетон колеблется, значительно меняется даже для близких начальных условий.

На рис. 3.22 приведены примеры сложных траекторий вихрей выравненного хетона. Хетон

может захватиться в области топографии и двигаться почти периодично какое-то время,

но затем внезапно изменить тип движения и покинуть область влияния топографической

преграды.

На рис. 3.23a представлены графики количества пересечений вихрей выровненного хе

тона и оси ординат в зависимости от начального положения хетона на оси 𝑦. Из графиков

видно, что движение хетона является хаотическим. Также стоит отметить, что изначаль

но выровненный хетон остается таким практически на протяжении всего взаимодействия,

поэтому число пересечений траекторий вихрей верхнего и нижнего слоев совпадает.

На рис. 3.23b изображены графики времени, которое необходимо хетону, чтобы поки
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Рис. 3.23. (a) число пересечений изначально выровненного хетона с осью ординат в зависимости

от начального положения 𝑦, при условии 𝜇 = 50, 𝑥 = 0. (b) время, которое требуется хетону, чтобы

покинуть область сильного влияния топографической преграды ( окружность радиусом 40 от центра

цилиндра) в зависимости от начального положения на оси 𝑦. Кривые снизу вверх соответствуют

𝜇 = 200, 𝜇 = 100, 𝜇 = 50.

нуть область сильного влияния изолированной топографической преграды в зависимости от

начальной координаты 𝑦. Выберем окружность радиусом 40 в качестве границы расчетной об

ласти. Если хетон пересекает данную границу за 106 безразмерных единиц времени, то будем

считать, что он не сможет вернуться в окрестность топографической преграды. На рисунке

изображены графики времени для различных значений интенсивности хетона: линии снизу

вверх соответствуют 𝜇 = 200, 𝜇 = 100, 𝜇 = 50. На графиках видны резкие скачкообразные

выбросы, которые соответствуют долгому захвату хетона. Тем не менее, видна тенденция,

что чем выше интенсивность хетона, тем быстрее хетон покидает область сильного влияния

топографической преграды и уходит на бесконечность.

Результаты данной главы опубликованы в работах [6, 13, 17, 18, 27]
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Глава 4

Динамика вихрей в моделях с границами

В данной главе рассматривается динамика точечных вихрей и адвекция жидких ча

стиц в их окрестности в двух моделях, учитывающих наличие неоднородной границы в по

токе. Первая модель рассматривает динамику вихрей, появляющихся за цилиндрическим

препятствием – модель Фёппля. Вторая модель описывает движение точечного вихря вдоль

прямолинейной границы с округлой выемкой, что является простейшим способом проанали

зировать вихревую динамику изолированного вихря, двигающегося вдоль береговой черты

с бухтой.

4.1. Адвекция жидких частиц в модели вихревого следа за

цилиндром (модель Фёппля)

Модель Фёппля является моделью неустойчивого симметричного равновесного потока с

фиксированными точками [403–405], который формируется за цилиндрическим препятстви

ем в идеальной жидкости. Несмотря на то, что в реальности такие вихри появляются в вязком

потоке, вихревая конфигурация Фёппля строится для невязкого потока, при этом принима

ется, что качественного соответствия геометрических структур достаточно для проведения

некоторых аналогий между моделью и реальностью [405, 406]. Таким образом, геометри

чески система Фёппля представляет собой два точечных вихря обратных интенсивностей,

помещенных за цилиндром по направлению внешнего однородного потока.

Поведение вихрей системы Фёппля достаточно хорошо изучено (см., например, работы

[403, 407–412]). Известно, что в случае постоянного однородного набегающего потока в систе

ме существуют неподвижные эллиптические точки. Положения этих точек называют положе

ниями равновесия Фёппля. Находясь в этих положениях, точечные вихри генерируют в своей

окрестности стационарное поле скорости. В этом поле движение жидких частиц регулярно

и ограничено. Иная картина наблюдается при отклонении положения точечных вихрей от

эллиптических точек. Сами вихри начинают двигаться вокруг эллиптических точек периоди

чески по замкнутым орбитам. При таком движении, поле скоростей, генерируемое вихрями,

становится периодически-зависимым от времени. В результате движение жидких частиц в

окрестности вихрей становится значительно сложнее. Часть траекторий близких жидких ча

стиц расходятся экспоненциально за конечное время. Данное расхождение приводит к тому,
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что часть жидких частиц уносится из вихревой области во внешний поток. Данное явление

в гидродинамических задачах принято называть хаотической адвекцией. Таким образом, в

настоящей работе основное внимание будет уделено численному анализу нерегулярного по

ведения жидких частиц, находящихся в окрестности вихревой конфигурации, или иными

словами, анализу свойств хаотической адвекции жидких частиц в окрестности вихревой кон

фигурации Фёппля.

4.1.1. Уравнения движения вихрей

В декартовых координатах функция тока системы двух точечных вихрей в присутствии

цилиндра имеет вид
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где 𝑟 =
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𝑥𝛼2 + 𝑦𝛼2 и (𝑥𝛼, 𝑦𝛼) – координаты

центров вихрей и 𝛼 = 1; 2 – соответствует вихрям с положительной и отрицательной интен

сивностью, соответственно.

Будем рассматривать систему Фёппля, т.е. 𝜇1 = −𝜇2, 𝑥1 = −𝑥2, 𝑦1 = −𝑦2. Без потери

общности, положим, что 𝑎 = 1, 𝜇1 = 1, 𝑈 = 1. В такой конфигурации вихри двигаются отно

сительно оси x симметрично. Наличие симметрии позволяет рассматривать поведение только

одного вихря (выберем вихрь с положительной завихренностью). Уравнение движения этого

вихря имеют гамильтонов вид
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(︁
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𝜕𝜓

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥1
𝑦=𝑦1

= 𝑈
2𝑥1𝑦1
𝜌41

− 𝜇1
8𝑥1𝑦

2
1
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(︁

4𝑦21 + (𝜌21 − 1)
2
)︁ . (4.2)

Система (4.2) является стационарной системой, ее фазовый портрет изображен на рис.

4.1a. На рис. 4.1b изображена частота оборота вихря вокруг точки равновесия Фёппля. По оси

абсцисс отложено значение отклонения вихря от точки положения равновесия по вертикали.

С увеличением отклонения частота асимптотически приближается к нулевому значению,

при этом частота становится равной нулю на сепаратрисе. Значение частоты оборота будет

использоваться далее для анализа нерегулярного движения жидких частиц в окрестности

вихревой конфигурации.

Стоит также отметить, что само движение вихрей может быть нерегулярным. Если 𝑈

периодически зависит от времени, то система (4.2) становится системой с полутора степенями
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Рис. 4.1. a) фазовый портрет системы (4.2) при 𝑈 = 0, 8. Штриховой линией обозначены границы

цилиндра, сплошная жирная линия – сепаратриса. b) частота оборота вихря вокруг точки равнове

сия Фёппля для трех характерных скоростей внешнего потока 𝑈 в зависимости от вертикального

отклонения 𝛿. c) сечение Пуанкаре возмущенной системы (4.2) при 𝑈 = 0, 8 (1 + 0, 01 sin (0, 8𝑡)).

свободы и, следовательно, допускает появление хаотических траекторий вихрей [393]. На рис.

4.1c представлено сечение Пуанкаре возмущенной системы (4.2) при 𝑈 = 0, 8 (1 + 0, 01 sin (0, 8𝑡)).

Область в окрестности стационарных гиперболических особых точек подвержена наиболь

шей неустойчивости (см. рис. 4.1a) [411].

Особые точки системы (4.1) определяются из соотношений �̇�1 = �̇�1 = 0. Всего в системе

(4.2) существует пять особых точек [412]. Две эллиптические, располагающиеся симметрично

относительно вертикальной оси цилиндра, называют равновесием Фёппля. Они определяют

ся из выражений

𝑥2𝑒 = 2𝑦𝑒
√︀
𝑦2𝑒 + 1 + 𝑦2𝑒 + 1,

4 (𝑟𝑒𝑦𝑒 + 1) 𝑦2𝑒
𝑟3𝑒

=
𝜇1

𝑈
, 𝑟2𝑒 = 𝑥2𝑒 + 𝑦2𝑒 , (4.3)

где (𝑥𝑒, 𝑦𝑒) – координаты положений равновесия. Также существует одна гиперболическая

точка , (𝑥ℎ, 𝑦ℎ), расположенная на вертикальной оси симметрии,

𝑥ℎ = 0,
𝜇1

𝑈
=

(𝑦2ℎ − 1) (𝑦2ℎ + 1)
2

𝑦ℎ (𝑦4ℎ + 4𝑦2ℎ − 1)
. (4.4)

Дополнительно есть две фиксированные особые точки на бесконечности [412],

𝑥𝑛 = ±∞, 𝑦𝑛 =
𝜇

𝑈
. (4.5)

Анализ устойчивости данных точек проводится в работах [403, 412].

4.1.2. Регулярный перенос жидких частиц в модели

Для анализа поведения пассивной примеси [172, 173, 280, 281] в окрестности вихревой

конфигурации, сначала поместим вихри в положения равновесия Фёппля. Равновесие Фёп
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пля является устойчивым по отношению к малым симметричным возмущениям начальных

условий [412], но может быть неустойчивым для несимметричных возмущений [403, 411].

Уравнения движения жидкой частицы имеют гамильтонов вид

�̇�1 = −𝜕𝜓
𝜕𝑦

= −𝑈
(︂

1 +
1

𝜌2

(︂
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)︂)︂
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2+

+
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2
1
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2
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2
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2
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2
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(4.6)

Если вихри находятся в точках равновесия Фёппля, то есть 𝑥1 (0) = 𝑥1 (𝑡) = 𝑥𝑒, 𝑦1 (0) =

𝑦1 (𝑡) = 𝑦𝑒, система (4.6) стационарна с фазовым портретом, изображенным на 4.2a. Об

ласть ограниченную сепаратрисой будем называть вихревой атмосферой точечного вихря

[413, 414]. В зависимости от скорости внешнего потока 𝑈 , размер и форма границы вихревой

атмосферы значительно меняются. Будем рассматривать три характерных значения скоро

сти 𝑈 = 3; 0, 8; 0, 4. При 𝑈 = 3 размер вихревой атмосферы примерно совпадает с размером

цилиндра, при 𝑈 = 0, 8 размер вихревой атмосферы значительно больше размера цилин

дра, однако влияние цилиндра на поведение жидких частиц все еще сильно, при 𝑈 = 0, 4

цилиндр не влияет на поведение частиц (их динамика, в целом, соответствует динамике ча

стиц в окрестности самораспространяющейся вихревой пары в сдвиговом потоке [395] или

в окрестности вихря, находящегося у прямой стенки [169, 415]). Характерные формы грани

цы вихревой атмосферы для этих трех значений скорости внешнего потока приведены на

4.2a. Назовем случаи, соответствующие данным скоростям – сильным, средним и слабым

влиянием цилиндра на динамику жидких частиц, соответственно.

4.1.3. Возмущенная вихревая атмосфера

Основной целью данного параграфа является исследование нерегулярного переноса жид

ких частиц в окрестности вихревой конфигурации Фёппля. Поэтому отклоним начальное

положение вихрей от точек равновесия Фёппля на некое расстояние 𝛿 (пусть для опреде

ленности будет 𝑥1 (0) = 𝑥𝑒, 𝑦1 (0) = 𝑦𝑒 + 𝛿 ). Такое отклонение приводит к тому, что вихри

начинают двигаться периодически по замкнутым орбитам вокруг равновесия Фёппля (см.,

4.1). Такое движение становится периодическим возмущением для системы (4.6). В резуль

тате динамика пассивных частиц описывается гамильтоновой системой с полутора степеня
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Рис. 4.2. a) сепаратрисы, отделяющие вихревую область (вихревую атмосферу) от внешнего пото

ка, для соответствующих значений скорости 𝑈 . b) хаотическая траектория, выходящая из области

возмущенной вихревой атмосферы во внешний поток при 𝑈 = 0, 8. Внутренняя жирная линия

изображает траекторию движения вихря вокруг равновесия Фёппля. Внешняя жирная линия изоб

ражает сепаратрису невозмущенной вихревой атмосферы. c) частота оборота жидкой частицы в

невозмущенной вихревой атмосфере.

ми свободы. Такая система, как известно (см., например, [353, 393]), допускает проявление

детерминированного хаоса, выражающегося в экспоненциальной расходимости изначально

близких траекторий за конечное время.

За счет наличия нерегулярных траекторий становится возможен выход жидкой части

цы, изначально находившейся в вихревой атмосфере, во внешний поток. Подобная траекто

рия изображена на 4.2b. Так как система с фазовым портретом, изображенным на рис. 4.2b,

является открытой, то все частицы, покинувшие атмосферу вихря за счет хаотического пе

реноса, не могут попасть в нее обратно. Это ведет к тому, что размер регулярной области

возмущенной вихревой атмосферы значительно уменьшается. Где под регулярной областью

возмущенной вихревой атмосферы будем понимать область ограниченную последним нераз

рушенным КАМ-тором соответствующего фазового пространства.

Изменение размера регулярной области фазового пространства гамильтоновой системы

удобно продемонстрировать с помощью сечений Пуанкаре. Сечения Пуанкаре при 𝛿 = 0, 03

для трех характерных случаев влияния цилиндра приведены на рис. 4.3.

4.1.4. Динамика пассивных частиц в возмущенной вихревой атмосфере

Проведем ряд численных экспериментов, показывающих процесс рассеяния пассивной

примеси в окрестности возмущенной конфигурации Фёппля. Рассмотрим случай сильного
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Рис. 4.3. Сечения Пуанкаре системы (4.6) при 𝛿 = 0, 03. a) сильное влияние цилиндра, b) среднее

влияние, c) слабое влияние. Светлая область внутри сепаратрисы за пределами регулярных орбит

соответствует нерегулярному движению жидких частиц.

влияния цилиндра. Равномерно распределим 104 пассивных маркеров в области, ограничен

ной сепаратрисой невозмущенной вихревой атмосферы. Далее отклоним начальное положе

ние вихря от положения равновесия на величину 𝛿. В результате часть маркеров будет вы

несена из вихревой области в проточную. Процесс выноса изображен на рис. 4.4. На рис.

4.4a область начального распределения маркеров. На рис. 4.5b видна сложная структура

складок пятна маркеров ([416, 417]), по которым маркеры выносятся во внешнюю область.

Далее, после приближения к цилиндру (4.5c), складки становятся значительно тоньше. Это

свидетельствует о том, что самый интенсивный вынос маркеров происходит на начальном

этапе движения вихря, до его приближения к цилиндру. На рис. 4.4d приводится картина

распределения маркеров после одного периода оборота вихря. Видно, что большая часть мар

керов, которые заведомо должны выноситься в проточную область, уже покинула вихревую

область. Далее же будет происходить очень медленный вынос таких оставшихся маркеров.

Таким образом, на рис. 4.4d изображен остаток возмущенной вихревой атмосферы, которая

практически не обменивается жидкими частицами с внешней областью.

4.1.5. Эффективность хаотизации фазового пространства в зависимости от

отклонения 𝛿

В качестве количественной характеристики эффективности хаотической адвекции удоб

но рассмотреть следующую характеристику 𝜂. Равномерно распределим (как на рис. 4.4a)

𝑁 маркеров внутри невозмущенной вихревой области, далее, отклонив вихрь от его положе
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Рис. 4.4. Мгновенные положения ансамбля изначально однородно-распределенных маркеров. 𝑇 =

2, 0759 – период возмущения. Штриховая линия – граница цилиндра. Сплошной линией обозначена

траектория вихря, возмущающая адвекцию жидких частиц.
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ния равновесия, посчитаем количество маркеров 𝑁𝑒, которые покидают вихревую область,

на достаточно продолжительном временном интервале Маркеры, пересекшие линию 𝑥 = 10

считались покинувшими вихревую область. Нормируя количество вынесенных маркеров на

общее число маркеров, можно сравнить эффективность адвекции из вихревой области в

проточную для разных значений скорости 𝑈 . Таким образом, мы считаем характеристику

эффективности адвекции по формуле

𝜂 =
𝑁𝑒

𝑁
. (4.7)

Проанализируем изменение величины 𝜂 в зависимости от отклонения 𝜀 начальной ор

динаты вихрей от положений равновесия Фёппля для характерных значений скорости 𝑈 .

Распределим ∼ 104 маркеров в области, соответствующей невозмущенной вихревой атмосфе

ре. Причем, в связи с тем, что площадь невозмущенной вихревой атмосферы значительно

меняется в зависимости от скорости 𝑈 , плотность начального распределения также будет

отличаться. Однако, учитывая, что маркеров достаточно много, различие в плотности их

распределения не должно сказываться на вычисляемой характеристике 𝜂.

На рис. 4.5 показана зависимость 𝜂 (𝜀) для трех характерных значений скорости 𝑈 .

Наиболее эффективная адвекция происходит при сильном влиянии цилиндра. Это объясня

ется тем, что частота вращения вихря вокруг положения равновесия и собственные частоты

оборота жидких частиц вокруг центра вихря соразмерны. Таким образом, становятся воз

можным множественные перекрытия резонансов, приводящие к появлениею стохастических

слоев в возмущенной атмосфере. Для двух других скоростей, частота оборота вихря вокруг

положения равновесия несоизмеримо меньше частот оборота частиц. Поэтому хаотической

становится лишь незначительная часть возмущенной вихревой атмосферы. Для улучшения

эффективности хаотизации мы могли бы увеличить отклонение 𝛿, однако сделать это невоз

можно в связи с тем, что с дальнейшим увеличением 𝛿, вихрь попадает на незамкнутые

(замыкающиеся в бесконечности) орбиты в фазовом пространстве вихревой конфигурации

Фёппля (см. рис. 4.1a). Таким образом, на рис. 4.5 показано, что в случае высокой скорости

внешнего потока (например, 𝑈 = 3), наблюдается режим сильных возмущений, что приво

дит к тому, что почти все траектории жидких частиц в окрестности равновесия Фёппля

становятся хаотическими. С другой стороны, в случае низких скоростей внешнего потока

(например, 𝑈 = 0, 4), возмущения достаточно слабы, и только небольшая часть траекторий

из окрестности равновесия становится хаотическими.
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Рис. 4.5. Эффективность переноса жидких частиц 𝜂 (𝜀) при характерных значениях скорости внеш

него потока 𝑈 .

4.2. Динамика точечного вихря вблизи границы с округлой выемкой

Динамика точечных вихрей в областях с криволинейными границами представляет ин

терес, как с точки зрения приложений вихревой динамики, так и с точки зрения общей

теории динамики точечных вихрей. Для приложений, например, для исследования вихревой

динамики в океане, необходимо учитывать сложные береговые границы и их влияние на дви

жение изолированных когерентных структур. Известны случаи захвата вихревых структур

внутрь бухт [82, 254, 418]. Например, интенсивная мезомасштабная динамика наблюдается

в Бискайском заливе Используя данные спутниковых наблюдений, авторы работы [419] вос

станавливают траектории изолированных вихревых структур, двигающихся вдоль континен

тального склона. Некоторые из полученных траекторий свидетельствуют, что часть вихрей

остается когерентными достаточно долгое время, как минимум до выхода из залива. В ра

боте [254] приводятся численные расчеты взаимодействия поверхностных и глубоководных

вихрей в той же области. Экспериментальные данные [420] подтверждают наличие устой

чивых когерентным вихревых структур, захваченных внутри Лионского залива. Численное

моделирование вихревой динамики того же региона [82] также подтвердило наличие устойчи

вых когерентных вихревых структур, которые двигаются вдоль береговой черты и способны

преодолевать залив, не разрушаясь при этом. Данные примеры показывают, что вихревые

структуры способны оставаться когерентными в окрестности криволинейной береговой ли

нии. Простейший способ проанализировать динамику изолированных вихрей заключается в

построении модели эволюции точечного вихря в потенциальном потоке с криволинейными

границами.

Помимо этого, динамика точечных вихрей в областях с искривленными границами пред
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ставляет теоретический интерес. Наличие границ изменяет топологию траекторий точечно

го вихря в потоке, что может привести к появлению периодических и квази-периодических

траекторий [383–385, 421–424]. В случае простой прямолинейной границы, точечный вихрь

движется равномерно и прямолинейно вдоль нее, так как эта задача аналогична движению

вихревой пары в неограниченной области [425]. Для изменения геометрии границы, достаточ

но конформно отобразить ее в изучаемую область. Далее, чтобы интенсивность точечного

вихря не менялась при отображении используется поправка для функции тока в виде функ

ции тока Кирхгофа-Рута [426, 427].

Отметим также работы, в которых анализируются бифуркация потенциального потока

в окрестности границы с отверстием [428, 429]. В работе [430] исследуется влияние хаотиче

ского перемешивания на осаждение инертных частиц в стоксовом потоке в прямоугольной

выемке.

4.2.1. Постановка задачи

Рассмотрим конформное отображение прямой границы с округлой выемкой радиуса 𝑅

на верхнюю полуплоскость

𝜁 = 𝑏
1

1 − 𝛾𝑧2
, 𝑧2 = 𝑧

1
2−𝛼

1 , 𝑧1 =
𝑧 − 𝑎

𝑧 + 𝑎
, (4.8)

где 𝑎 = 𝑅 sin (𝜋𝛼) , 𝑏 = 2𝑎/ (2 − 𝛼) , 𝜋𝛼 – характеристический угол выемки (см. рис. 4.6a),

𝑧 = 𝑥+𝑖𝑦 – комплексная переменная в исходной области с выемкой и 𝜁 = 𝜉+𝑖𝜂 – комплексная

переменная в отображенной полуплоскости. Здесь 𝛾 = 1 при 𝑦 ≥ 0 и 𝛾 = exp {2𝑖𝜋/ (2 − 𝛼)}

при 𝑦 < 0 определяет соответствующую ветвь отображения.

Точечный вихрь с интенсивностью 𝜇 движется в исходной 𝑧-области в соответствии с

функцией тока Кирхгофа-Рута [426, 427], которая определяет следующее комплексное поле

скорости

𝑑𝑧*𝑣
𝑑𝑡

=
𝑑𝜁

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑣

(︂
𝑈 +

𝜇

2𝜂𝑣 (𝑧𝑣)

)︂
− 𝑖𝜇

𝑑2𝜁
𝑑𝑧2

⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑣

2 𝑑𝜁
𝑑𝑧

⃒⃒
𝑧=𝑧𝑣

, (4.9)

где индекс 𝑣 соответствует координатам вихря и ·* – комплексное сопряжение. Член 𝑈 + 𝜇
2𝜂𝑣

соответствует влиянию "зеркального"вихря [425] и плоскому потоку со скоростью 𝑈 в обла

сти с прямолинейной границей. Член 𝑖𝜇

𝑑2𝜁

𝑑𝑧2

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑣

2 𝑑𝜁
𝑑𝑧 |𝑧=𝑧𝑣

появлется за счет того, что интенсивность

точечного вихря должна оставаться неизменной при переходе из 𝑧-области в 𝜁-область. Да

лее, решая уравнения
𝑑𝑥𝑣
𝑑𝑡

= Re
𝑑𝑧*𝑣
𝑑𝑡
,
𝑑𝑦𝑣
𝑑𝑡

= −Im
𝑑𝑧*𝑣
𝑑𝑡
, (4.10)
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получаем траекторию вихря в области с искривленной границей.

Комплексная скорость жидкой частицы в 𝑧-плоскости имеет вид

𝑑𝑧*

𝑑𝑡
=
𝑑𝜁

𝑑𝑧

(︂
𝑈 + 𝑖𝜇

(︂
1

𝜁 − 𝜁𝑣
− 1

𝜁 − 𝜁*𝑣

)︂)︂
, (4.11)

Траектория жидкой частицы может быть вычислена согласно формулам, аналогичным (4.10),

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= Re

𝑑𝑧*

𝑑𝑡
,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −Im

𝑑𝑧*

𝑑𝑡
. (4.12)

4.2.2. Регулярная динамика вихря при постоянном внешнем потоке

В окрестности прямолинейной границы точечный вихрь будет двигаться равномерно и

прямолинейно, так как эта постановка эквивалентна движению вихревой пары, состоящей

из двух точечных вихрей одинаковых по модулю, но разных по знаку интенсивностей. Если

добавить простой плоский поток вдоль границы, то этот поток будет либо увеличивать, либо

уменьшать постоянную скорость движения вихря вдоль границы. При этом, при точном

совпадении скорости распространения вихря вдоль границы и скорости встречного потока,

вихрь остановится.

Если же граница изогнута, то траектория вихря будет существенно отличаться от случая

прямолинейной границы [424]. В зависимости от кривизны границы, может появится новый

тип движения – вихрь может начать периодически колебаться в локализованных областях.

То есть, появляется режим захвата вихря в окрестности искривленной границы. Далее рас

смотрим периодические возмущения локализованных режимов движения вихря. Для этого

представим встречный поток в виде

𝑈 = 𝑈0 (1 + 𝜀 sin 𝜈𝑡) , (4.13)

где 𝑈0 – средняя скорость, 𝜀, 𝜈 – амплитуда и частота периодических колебаний внешнего

потока.

Будем рассматривать изменение динамической картины в зависимости от характеристи

ческого угла 𝛼, при этом интенсивность вихря положим 𝜇 = 1, а скорость внешнего потока

𝑈0 = −1.

Сначала изучим стационарную динамику, т.е. 𝜀 = 0, 𝑈 = 𝑈0. В зависимости от парамет

ров задачи возможны три типа структуры фазового пространства стационарной системы,

которые отличаются количеством и типом стационарных точек. В первом случае существует

три стационарные точки, две из которых гиперболические, а третья – эллиптическая (рис.

4.6a). Во втором случае существуют три гиперболические и две эллиптические стационарные
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Рис. 4.6. Сепаратрисы фазового портрета для стационарного внешнего потока при 𝑈0 = −1, 𝜖 = 0,

𝜇 = 1: (a) 𝛼 = 0, 5, (b) 𝛼 = 0, 09, (c) 𝛼 = 0, 05.

точки (рис. 4.6b). В третьем случае также существуют три гиперболические и две эллиптиче

ские стационарные точки, однако структура фазового портрета другая. отличие заключается

в том, что на фазовом портрете появляются две отдельные области с замкнутыми траекто

риями вихря (рис. 4.6c).

Покажем, что указанная классификация охватывает все возможные типы фазового

портрета. Для определения положения стационарных точек приравняем выражение (4.9) ну

лю и найдем корни полученного выражения. Для удобства вычислим положения этих точек

в 𝜁-плоскости с помощью обратного отображения 𝑧𝑣=𝑓 (𝜁𝑣). Выражения для стационарных

точек в 𝜁-плоскости имеют вид

𝑑𝜁𝑣*
𝑑𝑡

=
1

|𝑓 ′ (𝜁𝑣)|2

[︂
𝑈 + 𝜇𝑖

1

𝜁𝑣 − 𝜁𝑣*
+

1

2
𝜇𝑖
𝑓 ′′ (𝜁𝑣)

𝑓 ′ (𝜁𝑣)

]︂
, (4.14)

где обратное отображение имеет вид

𝑧𝑣=𝑓 (𝜁𝑣) = −𝑎

[︃(︂
1 − 𝑏

𝜁𝑣

)︂2−𝛼

+ 1

]︃
/

[︃(︂
1 − 𝑏

𝜁𝑣

)︂2−𝛼

− 1

]︃
. (4.15)

Отсюда следует, что
𝑈

𝜇
+

1

2𝜂𝑣
− 1

2
𝑖
𝑓 ′′ (𝜁𝑣)

𝑓 ′ (𝜁𝑣)
= 0. (4.16)
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Из (4.16) следует, что мнимая часть выражения, т.е. 𝑦-компонента скорости, равняется нулю

независимо от величины 𝑈0. Следовательно, сначала вычислим член с производными

𝑓 ′′ (𝜁𝑣)

𝑓 ′ (𝜁𝑣)
= − 1

𝜁𝑣

𝑏

𝜁𝑣 − 𝑏

⎡⎢⎣(2 − 𝛼)

(︁
1 − 𝑏

𝜁𝑣

)︁2−𝛼
+ 1(︁

1 − 𝑏
𝜁𝑣

)︁2−𝛼
− 1

+ 2
𝜁𝑣 − 𝑏

𝑏
+ 1

⎤⎥⎦ =

− 1

𝜁𝑣

1

𝜁𝑣 − 𝑏

[︂
−2𝑧𝑣 + 2

(︂
𝜁𝑣 −

𝑏

2

)︂]︂
. (4.17)

Можно заметить, что при условии 𝜉 = 𝑏/2, верно равенство 𝜁 − 𝑏 = −𝜁* и 𝑥 = 0.

Отсюда следует, что множитель перед квадратными скобками действителен в то время, как

действительная часть выражения в квадратных скобках равна нулю

𝑓 ′′ (𝜁𝑣)

𝑓 ′ (𝜁𝑣)

⃒⃒
𝜉=𝑏/2 =

2𝑖

|𝜁𝑣|2
[−𝑦𝑣 + 𝜂𝑣] . (4.18)

Таким образом, видно, что 𝑦-компонента скорости равна нулю при 𝜉 = 𝑏/2 и 𝑥 = 0.

Подчеркнем, что конформное отображение подразумевает преобразование особых точек в

особые. Далее определим 𝜂 такое что действительная часть в (4.16) с 𝜉 = 𝑏/2 равна нулю.

Рассмотрим мнимую часть выражения

Im

[︂
𝑓 ′′ (𝜁𝑣)

𝑓 ′ (𝜁𝑣)

]︂
=

2𝜂𝑣 − 2𝑦𝑣
𝑏2

4
+ 𝜂𝑣2

=
2𝜂𝑣 − 2Im

[︀
𝑓
(︀
𝑏
2

+ 𝑖𝜂𝑣
)︀]︀

𝑏2

4
+ 𝜂𝑣2

. (4.19)

Получаем условие на нахождение положений стационарных точек

𝑈 + 𝜇
1

2𝜂𝑣
+

1

2
𝜇

2𝜂𝑣 − 2𝑦𝑣
𝑏2

4
+ 𝜂𝑣2

= 0, (4.20)

и в конечной форме

𝐹 ≡ −
(︂
𝑈

𝜇
+

1

2𝜂𝑣

)︂(︂
𝑏2

4
+ 𝜂𝑣

2

)︂
− 𝜂𝑣 + 𝑦𝑣 = 0, (4.21)

где 𝜂𝑣 = 𝜂𝑣 (𝑦𝑣), следует из (4.8). Здесь 𝑦𝑣 изменяется от sin 𝜋𝛼 cot (2−𝛼)𝜋
2

до +∞ , 𝜂𝑣 = 𝜂𝑣 (𝑦𝑣)

– монотонна и изменяется от 0 до +∞. По мере того, как 𝜂𝑣 → 0, −
(︁
𝑈
𝜇

+ 1
2𝜂𝑣

)︁(︁
𝑏2

4
+ 𝜂𝑣

2
)︁
− 𝜂𝑣

приближается к −∞, т.е. < 𝑦𝑣. По мере приближения 𝑦𝑣 → ∞, появляется асимптота −𝑈
𝜇
𝑦𝑣

2,

т.е. > 𝑦𝑣. Отсюда следует, что существует, как минимум, одна стационарная точка при 𝑥𝑣 = 0.

Режимы движения, аналогичные приведенным на рис. 4.6a,b, соответствуют относи

тельно простой динамике вихря. Вихрь движется против встречного потока, при условии,

что его скорость высока, что наблюдается, когда вихрь находится близко к границе. Если

же вихрь начинает свое движение дальше от границы, то его скорость движения меньше и

он не может преодолеть встречный поток и уносится им. Между этими граничными режи

мами существуют два промежуточных. Существует область, где скорость движения вихря
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Рис. 4.7. Частоты вращения вихря вокруг эллиптических стационарных точек при постоянном

встречном потоке 𝑈 = 𝑈0 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Рисунки a,b,c соответствуют рис. 4.6a,b,c, соответственно.

примерно совпадает со скоростью встречного потока, что приводит к периодическому коле

банию вихря в локализованной области. Колебания могут быть простыми, как изображено

на рис. 4.6a или более сложные, как изображено на рис. 4.6b.

Существенно отличается случай меньшего отверстия в выемке. Вихрь, как и раньше

может двигаться против встречного потока, при условии достаточно высокой скорости само

движения, т.е. вблизи границы. Внутри же выемки появляется область периодического дви

жения. На некотором расстоянии от границы появляется полоса, в которой вихрь движется

против встречного потока, при этом не попадая в выемку. Еще дальше от границы опять

появляется область локализованного движения. С дальнейшем увеличением расстояния до

границы, скорость само-движения уменьшается и вихрь не может двигаться против встреч

ного потока.

На рис. 4.7 приведены частоты обращения вихря вокруг стационарных эллиптических

точек, соответствующие фазовым портретам, изображенным на рис. 4.6. Данные частоты

будем называть частотами стационарного движения. Их значения будут использоваться при

анализе хаотизации системы при наличии периодического возмущения [171–173, 398, 399].
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4.2.3. Нерегулярная динамика точечного вихря при переменном встречном

потоке

В случае наложения колебательной компоненты на скорость встречного потока, дина

мика вихря существенно меняется. Появляется экспоненциальная расходимость изначально

близких траекторий [353, 393]. Такие траектории называются нерегулярными или хаотиче

скими. Двигаясь по такой нерегулярной траектории, вихрь может посещать различные обла

сти потока.

Итак, возмутим систему (4.12) за счет ненулевых амплитуды 𝜀 и частоты 𝜈 в колеба

тельном встречном потоке (4.13). Проведем анализ параметров, приводящих к наиболее эф

фективной хаотизации фазового пространства. Для этого воспользуемся частотами оборота

вихря вокруг эллиптических особых (рис. 4.7) точек в стационарной задаче. Из теории нели

нейных колебаний [267, 393] известно, что наиболее эффективное пересечения нелинейных

резонансов достигается при частотах возмущения близких к собственной частоте стационар

ной системы. Будем рассматривать относительно малые амплитуды возмущений 𝜀 = 0, 1 и

𝜀 = 0, 01.

Как и раньше, будем строить сечения Пуанкаре для демонстрации хаотических и регу

лярных областей в фазовом пространстве.

Сначала рассмотрим переход к хаотической динамике стационарной системы, фазовый

портрет которой изображен на рис. 4.6a. Будем считать, что хаотизации системы происходит

тем более эффективно, чем большая часть фазового пространства подвержена хаотической

динамике. Из рис. 4.7a видно, что вращение вихря внутри выемки напоминает твердотель

ное вращение с почти постоянной частотой. Максимальная частота собственных колебаний

тогда примерно равна 1. На рис. 4.8 представлена серия сечений Пуанкаре для амплитуды

возмущения 𝜀 = 0, 1. Видно, что значение частоты 1 попадает в интервал оптимальных ча

стот для хаотического транспорта. Также можно заметить, что эффективность хаотизации

резко падает с изменением частоты. На рис. 4.8a приведено сечение Пуанкаре для частоты

𝜈 = 0, 7. Видно, что при этой частоте вихревые траектории в основном устойчивы в окрест

ности области сепаратрисы стационарного движения. На рис. 4.8b приведен случай наиболее

эффективной хаотизации (𝜈 = 0, 85), для которого большинство траекторий стало хаотиче

скими и покинуло область выемки. По мере дальнейшего увеличения частоты возмущения,

динамика стабилизируется, что видно из рис. 4.8c,d для 𝜈 = 1 и 𝜈 = 1, 1, соответственно.

Возмутим стационарную конфигурацию, изображенную на рис. 4.6b. В стационарной

конфигурации существует три особых точки, лежащих на оси симметрии. Таким образом,
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Рис. 4.8. Сечения Пуанкаре, соответствующие стационарной конфигурации с рис. 4.6a для фикси

рованной амплитуды 𝜀 = 0, 1 и переменной частоты возмущения 𝜈: (a) 𝜈 = 0, 7, (b) 𝜈 = 0, 85, (c)

𝜈 = 1, (d) 𝜈 = 1, 1.
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вихрь может колебаться в окрестности двух центров вращения, т.е. эллиптических особых

точек. Частотная зависимость для этого случая изображена на рис. 4.7b. Из рисунка видно,

что частоты в различных областях вращения вихря существенно отличаются. Это, в свою,

очередь означает, что эффективная хаотизация разных вращательных областей будет дости

гаться при разных частотах возмущения. Дополнительный интерес вызывает наличие в ста

ционарной конфигурации двух сепаратрис: одна – внутренняя, окружающая две различные

области вращательного движения, вторая – внешняя сепаратриса, отделяющая незамкнутые

траектории вихрей и замкнутую область периодического движения.

Рассмотрим внешнюю вращательную область, ограниченную внешней и внутренней се

паратрисами. Примем амплитуду возмущения равной 𝜀 = 0, 01 и будем изменять частоту воз

мущения в пределах, сравнимых с частотой вращения стационарной конфигурации. Из вида

частотной зависимости стационарной конфигурации следует, что наиболее эффективная ха

отизация фазового пространства должна наблюдаться при значениях частоты возмущения

в окрестности величины 𝜈 = 0, 7. Из сечения Пуанкаре, изображенного на рис. 4.9a видно,

что, в случае возмущения на данной частоте, область фазового пространства между двумя

сепаратрисами стационарной конфигурации становится заполненной хаотическими траекто

риями. В тоже время, область внутри внутренней сепаратрисы остается относительно регу

лярной, так как частоты стационарного движения в данной области значительно отличаются

от частоты возмущения.

Выберем частоту возмущения, равной 𝜈 = 1, 3, что соответствует стационарной частоте

в окрестности верхней эллиптической особой точки. На рис. 4.9b видно появление острова

устойчивости в окрестности стационарной эллиптической точки. Данный остров устойчи

вости перекрывается с регулярной областью рециркуляции, что приводит к разрушению

инвариантных торов и, как следствие, появлению хаотических траекторий в окрестности

перекрытия регулярных областей. Заметим, что все инвариантные торы, связанные с внеш

ней сепаратрисой разрушаются, т. е. не существует барьеров для траекторий вихря, которые

начинаются в окрестности стационарной эллиптической точки, и поэтому они все, в итоге,

уходят во внешний поток. С дальнейшим увеличением частоты возмущения 𝜈 = 1, 45 (см.

рис. 4.9c) остров устойчивости постепенно уменьшается и фазовый портрет становится более

регулярным. Тонкий хаотический слой все еще существует на месте разрушенной внешней

сепаратрисы, но появляются инвариантные регулярные торы (например, изображенный жир

ной линией на рис. 4.9c), которые выступают в роли непроницаемого барьера для траекторий

вихря. В тоже время, несмотря на то, что барьер предотвращает проникновение траекторий

вихря в внешний поток, внутри этой ограниченной области траектории могут быть хаотиче
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Рис. 4.9. Сечения Пуанкаре, соответствующие стационарной конфигурации с рис. 4.6b для фикси

рованного значения амплитуды 𝜀 = 0, 01 и различных значений частоты возмущения 𝜈: (a) 𝜈 = 0, 7,

(b) 𝜈 = 1, 3, (c) 𝜈 = 1, 45. Жирной линией обозначен одна из инвариантных орбит, играющая роль

барьера, отделяющего локализованное возмущенное движение от проточного потока.

скими, т.е. вихрь будет двигаться в локализованной области, однако нерегулярным образом.

Как видно из рис. 4.9 значение амплитуды возмущения 𝜀 = 0, 01 является слишком

малым для существенной хаотизации движения вихря внутри выемки. Поэтому выберем

большее значение амплитуды 𝜀 = 0, 1. Как и раньше выберем значение частоты возмуще

ния, которое характерно для стационарной системы. Максимальная частота стационраного

движения в данном случае ≈ 2, 2. Сечение Пуанкаре с рис. 4.10a получено для частоты

возмущения 𝜈 = 2. Из рисунка видно, что остров устойчивости появляется в тонком хаоти

ческом слое, появившемся вместо разрушенной внешней сепартрисы. В тоже время, остров

устойчивости не взаимодействует с хаотическим слоем. С дальнейшим увеличением значения

частоты возмущения 𝜈 = 2, 1 остров устойчивости поглощается хаотическим слоем, который

в свою очередь увеличивается по площади. Заметим, что на месте локализованной области

движения в окрестности верхней стационарной эллиптической точки не остается регулярных

траекторий, так как амплитуда возмущения слишком большая.

Частотная зависимость, изображенная на рис. 4.7c аналогична показанной на рис. 4.7b.
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Рис. 4.10. Сечения Пуанкаре, соответствующие стационарной конфигурации с рис. 4.6b для фикси

рованного значения амплитуды 𝜀 = 0, 1 и различных значений частоты возмущения 𝜈: (a) 𝜈 = 2, (b)

𝜈 = 2, 1.

Поэтому и переход к нерегулярной динамике происходит похожим образом. Верхняя область

вращателнього движения эффективно хаотизируется при частоте возмущения ≈ 0.6 (доста

точно малой амплитуды 𝜀 = 0, 01). На рис. 4.11a изображена увеличенная часть соответству

ющего сечения Пуанкаре. Вращательная область внутри выемки при этом устойчива из-за

того, что вход в выемку очень узкий, и, следовательно, возмущение от внешнего потока не

может эффективно воздействовать на динамику вихря внутри выемки. Для эффективной ха

отизации необходимо существенно увеличивать амплитуду возмущения. При этом интервал

наиболее эффективных для хаотизации частот будет 2, 5 < 𝜈 < 4 по причине наличия узкого

пика на соответствующей частотной зависимости. Даже существенно большее возмущение

при 𝜀 = 0, 5 не приводит к значительной хаотизации динамики вихря внутри выемки. Из

рис. 4.11b, построенного при частоте возмущения 𝜈 = 2, 5, видно, что самый широкий остров

устойчивости находится в окрестности выхода из выемки и не может вызвать существенной

хаотизации динамики внутри выемки.
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Рис. 4.11. Сечения Пуанкаре, соответствующие стационарной частотной зависимости с рис. 4.6c

для параметров: (a) 𝜀 = 0, 01, 𝜈 = 0, 6, (b) 𝜀 = 0, 5, 𝜈 = 2, 5.
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Глава 5

Динамика двух точечных вихрей и жидких частиц в их

окрестности в постоянном или переменном сдвиговом

потоке

В данной главе рассматривается эволюция двух сингулярных вихрей произвольных ин

тенсивностей в неограниченной области, помещенных во внешний неоднородный поток. Неод

нородный поток представляет собой комбинацию сдвиговой и вращательной компонент ско

рости. Рассматривается баротропная и бароклинные двухслойная и трехслойная постановки.

Изучается движение как самих вихрей в таком потоке, так и жидких частиц, находящих

ся в окрестности двух вихрей. Данная постановка интересна тем, что в реальных потоках

когерентные вихревые структуры часто подвергаются воздействию других объектов. Это

воздействие приводит к значительному изменению траектории движения рассматриваемых

структур. Интерес к двум вихрям обусловлен тем, что именно двух-вихревое взаимодействие

порождает устойчивые самораспространяющиеся структуры, которые могут перемещаться

на значительные расстояния, перенося при этом значительные объемы жидкости, характер

ной для области их зарождения [86, 253, 254, 343, 431–434]. Деформационный поток – это

простейший способ учесть сдвиговое и вращательное воздействие от вихревых структур во

внешнем потоке. Итак, рассмотрим два точечных вихря произвольных интенсивностей 𝜇𝛼,

𝛼 = 1, 2 в баротропном потоке. Функция тока потока будет иметь вид:

𝜓𝑣 =
2∑︁

𝛼=1

𝜇𝛼 log
(︀
(𝑥− 𝑥𝛼)2 + (𝑦 − 𝑦𝛼)2

)︀
, (5.1)

где (𝑥𝛼, 𝑦𝛼) – координаты вихрей.

Далее поместим систему вихрей во внешний деформационный поток вида

𝜓𝑑 = 𝑆 (𝑡)
(︀
𝑥2 − 𝑦2

)︀
+ Ω (𝑡)

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
, (5.2)

где 𝑆(𝑡) – сдвиг скорости, Ω(𝑡) – внешнее вращение потока. Будем рассматривать переменный

внешний поток, т.е.

𝑆 (𝑡) = 𝑆0 (1 + 𝜀1 sin 𝜈𝑡) ,Ω (𝑡) = Ω0 (1 + 𝜀2 sin 𝜈𝑡) , (5.3)

где 𝜀1, 𝜀2 и 𝜈 – амплитуды и частота возмущений компонент деформационного потока, со

ответственно. Следует сделать несколько пояснений относительно вида данного внешнего
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потока. Данное поле скорости является первым приближением любого произвольного внеш

него поля и чрезвычайно часто используется для анализа устойчивости вихревых структур к

различным возмущениям [189, 199–202, 208, 214, 215, 415, 432, 435–450]. Одна из интерпрета

ций подобного внешнего потока заключается в следующем. Подобное сдвиговое воздействие

генерируется за счет наличия достаточно отдаленной изолированной вихревой структуры

[451–454], а изменчивость потока во времени может быть связана с меандрирующими струя

ми, от которых периодически отрываются изолированные вихри [371, 449]. Помимо непосред

ственно геофизических приложений данный внешний поток активно используется в теоре

тической физике для моделировния оптических ловушек для конденсатов Бозе-Эйнштейна

[455–467].

Уравнения абсолютного движения самих точечных вихрей имеют вид:

�̇�𝛼 = −𝜕 (𝜓𝑣 + 𝜓𝑑)

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥𝛼
𝑦=𝑦𝛼

= 2𝑦𝛼 (𝑆 − Ω) + 𝜇𝛽
𝑦𝛽 − 𝑦𝛼
𝑟20

,

�̇�𝛼 =
𝜕 (𝜓𝑣 + 𝜓𝑑)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥𝛼
𝑦=𝑦𝛼

= 2𝑥𝛼 (𝑆 + Ω) − 𝜇𝛽
𝑥𝛽 − 𝑥𝛼
𝑟02

, (5.4)

где 𝛼 = 1, 2, 𝛽 = 1, 2, 𝑟20 = (𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2 – квадрат расстояния между вихрями.

5.1. Эволюция центра завихренности вихревой системы

Сначала проанализируем динамику вихревой системы как целого в таком переменном

внешнем потоке. Координаты центра завихренности определятся выражением [435, 440]

𝑥𝑐 =
𝐿𝑥

𝜇1 + 𝜇2

, 𝑦𝑐 =
𝐿𝑦

𝜇1 + 𝜇2

, (5.5)

где

𝐿𝑥 = 𝜇1𝑥1 + 𝜇2𝑥2, 𝐿𝑦 = 𝜇1𝑦1 + 𝜇2𝑦2 (5.6)

определяют компоненты импульса диполя. Из рассмотрения исключается случай компен

сированной вихревой пары, т.е. двух вихрей одинаковой по модулю, но разной по знаку

интенсивности. В этом случае, центр завихренности лежит на бесконечности.

Тогда уравнение движения компонент линейного момента имеют вид:

�̈�𝑥 −

(︁
�̇� − Ω̇

)︁
(𝑆 − Ω)

�̇�𝑥 − 4
(︀
𝑆2 − Ω2

)︀
𝐿𝑥 = 0, �̈�𝑦 −

(︁
�̇� + Ω̇

)︁
(𝑆 + Ω)

�̇�𝑦 − 4
(︀
𝑆2 − Ω2

)︀
𝐿𝑦 = 0. (5.7)

Данные выражения являются уравнениями Хилла [468–470]. Известно, что уравнение Хил

ла допускает появление линейного параметрического резонанса в системе, приводящего к

экспоненциальному росту решений.
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При этом, важно отметить, что уравнение Хилла является линейным уравнением, следо

вательно и параметрический резонанс является исключительно линейным эффектом. Попыт

ки интерпретировать появление данного резонанса в нелинейных системах могут привести

к неверным выводам [471, 472].

5.1.1. Совпадение амплитуд колебаний, 𝜀1 = 𝜀2

Сначала проанализируем уравнение (5.7) для случая совпадения амплитуд колебаний

внешнего сдвига и вращения 𝜀1 = 𝜀2 = 𝜀. В данном случае, система 5.7 интегрируется в

элементарных функциях

𝐿𝑥 = 𝐿𝑥(0) cos

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ (︁
𝑡+

𝜀

𝜈
(cos 𝜈𝑡− 1)

)︁)︂
−√︃

(Ω0 − 𝑆0)

(𝑆0 + Ω0)
𝐿𝑦(0) sin

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ (︁
𝑡+

𝜀

𝜈
(cos 𝜈𝑡− 1)

)︁)︂
,

𝐿𝑦 = 𝐿𝑦(0) cos

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ (︁
𝑡+

𝜀

𝜈
(cos 𝜈𝑡− 1)

)︁)︂
+√︃

(𝑆0 + Ω0)

(Ω0 − 𝑆0)
𝐿𝑥(0) sin

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ (︁
𝑡+

𝜀

𝜈
(cos 𝜈𝑡− 1)

)︁)︂
. (5.8)

Из (5.8) следует, что в случае если 𝑆2
0 −Ω2

0 > 0 и центр деформации не совпадает с цен

тром завихренности в начальный момент времени, то центр завихренности движется неогра

ниченно по гиперболической траектории, то есть движение диполя является ограниченным

для произвольных значений интенсивностей. Если же 𝑆2
0 − Ω2

0 < 0 то движение становится

локализованным. То есть пара вихрей движется в ограниченной области при произвольных

значениях интенсивностей 𝜇1, 𝜇2. При этом центр завихренности движется по эллиптической

траектории вокруг центра сдвига и вращения (либо по гиперболической при 𝑆2
0 − Ω2

0 < 0)

𝐿2
𝑥 =

(𝑆0 − Ω0)

(𝑆0 + Ω0)
𝐿2
𝑦 +

1

4

(︂
𝐿𝑥

2 (0) − 𝑆0 − Ω0

𝑆0 + Ω0

𝐿𝑦
2 (0)

)︂
. (5.9)

5.1.2. Несовпадение амплитуд колебаний, 𝜀1 ̸= 𝜀2

Рассмотрим теперь случай 𝜀1 ̸= 𝜀2 и примем, что Ω2
0 > 𝑆2

0 . Далее будет показано, что,

несмотря на преобладание вращения над сдвигом, всегда существуют такие значения пара

метров 𝜀1 ̸= 𝜀2, 𝜈, при которых движение вихрей становится нелокализованным. В данном

случае, уравнение Хилла (5.8) допускает появление параметрического резонанса, приводя

щего к нелокализованной динамике центра завихренности системы вихрей.
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Из (5.7) имеем

�̈�𝑥 −

(︁
�̇� − Ω̇

)︁
(𝑆 − Ω)

�̇�𝑥 − 4
(︀
𝑆2 − Ω2

)︀
𝐿𝑥 = 0,

�̈�𝑦 −

(︁
�̇� + Ω̇

)︁
(𝑆 + Ω)

�̇�𝑦 − 4
(︀
𝑆2 − Ω2

)︀
𝐿𝑦 = 0. (5.10)

Для удобства введем три параметра и новое время 𝜏

𝛿1 =
𝑆0𝜀1 − Ω0𝜀2
𝑆0 − Ω0

, 𝛿2 =
𝑆0𝜀1 + Ω0𝜀2
𝑆0 + Ω0

,∆ =
𝜈

2
√︀

Ω2
0 − 𝑆2

0

− 1, 𝜏 = 2
√︁

Ω2
0 − 𝑆2

0𝑡. (5.11)

Перейдем к новым переменным

𝑈 =
𝑑𝐿𝑥/𝑑𝜏

𝐿𝑥
, 𝑉 =

𝑑𝐿𝑦/𝑑𝜏

𝐿𝑦
. (5.12)

Тогда с учетом (5.12) выражения (5.10) примут вид

𝑑𝑈

𝑑𝜏
− 𝑑 (𝑆 − Ω) /𝑑𝜏

𝑆 − Ω
𝑈 − 𝑆2 − Ω2

Ω2
0 − 𝑆2

0

+ 𝑈2 = 0,

𝑑𝑉

𝑑𝜏
− 𝑑 (𝑆 + Ω) /𝑑𝜏

𝑆 + Ω
𝑉 − 𝑆2 − Ω2

Ω2
0 − 𝑆2

0

+ 𝑉 2 = 0, (5.13)

c начальными условиями

𝑈 (0) = 𝑉 (0) = 𝑖. (5.14)

Решения уравнений (5.12) могут быть формально записаны в виде

𝐿𝑥 = ̃︁𝐶1 exp

⎧⎨⎩
𝜏∫︁

0

𝑈(𝜉)𝑑𝜉

⎫⎬⎭+ ̃︁𝐶2 exp

⎧⎨⎩−
𝜏∫︁

0

𝑈(𝜉)𝑑𝜉

⎫⎬⎭ ,

𝐿𝑦 = ̃︁𝐶3 exp

⎧⎨⎩
𝜏∫︁

0

𝑉 (𝜉)𝑑𝜉

⎫⎬⎭+ ̃︁𝐶4 exp

⎧⎨⎩−
𝜏∫︁

0

𝑉 (𝜉)𝑑𝜉

⎫⎬⎭ . (5.15)

Из (5.15) видно, что компоненты центра завихренности пары вихрей могут неограни

ченно расти, если выражение
𝜏∫︀
0

𝑈(𝜉)𝑑𝜉 или
𝜏∫︀
0

𝑉 (𝜉)𝑑𝜉 содержат растущие действительные

компоненты.

Рассмотрим преобразования первого уравнения из (5.13). Сделаем следующую замену

переменных

𝑈 = 𝑖
(𝑆 − Ω)

𝑆0 − Ω0

(𝑅 + 1) . (5.16)

Тогда получаем для 𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝜏
+ 𝑖

[︂
𝑆 − Ω

𝑆0 − Ω0

− 𝑆 + Ω

𝑆0 + Ω0

]︂
+ 𝑖

𝑆 − Ω

𝑆0 − Ω0

(2𝑅 +𝑅2) = 0, 𝑅 (0) = 0. (5.17)
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С учетом (5.3) и (5.11) выражение для (5.17) примет вид

𝑑𝑅

𝑑𝜏
= 2𝑖 (𝛿2 − 𝛿1) sin 2 (1 + ∆) 𝑡− 𝑖 (1 + 2𝛿1 sin 2 (1 + ∆) 𝑡) (2𝑅 +𝑅2). (5.18)

Проведем процедуру усреднения по быстрым осцилляциям [473] для решения вида

𝑅 = 𝜌 exp{−2𝑖 (1 + ∆) 𝜏}. (5.19)

Тогда

𝑑𝜌

𝑑𝜏
− 2𝑖 (1 + ∆) 𝜌 =

= (𝛿2 − 𝛿1) (exp{4𝑖 (1 + ∆) 𝑡} − 1) − 𝑖

(︂
1 + 𝛿1

exp{2𝑖 (1 + ∆) 𝑡} − exp{−2𝑖 (1 + ∆) 𝑡}
𝑖

)︂
×

×(2𝜌+ 𝜌2 exp {−2𝑖 (1 + ∆) 𝑡}). (5.20)

Предположим, что 𝜌 меняется медленно по сравнению с exp{2𝑖 (1 + ∆) 𝑡} за период возму

щения, тогда быстро осциллирующие члены в уравнении (5.20) можно отбросить, что дает

уравнение для медленно меняющейся функции

𝑑𝜌

𝑑𝜏
= (𝛿1 − 𝛿2) − 𝛿1𝜌

2 + 2𝑖∆𝜌, 𝜌(0) = 0. (5.21)

Интегрируя это выражение, имеем

𝜌 (𝜏) = (𝛿1 − 𝛿2)
sin 𝛽𝜏

𝛽 cos 𝛽𝜏 − 𝑖∆ sin 𝛽𝜏
, (5.22)

где

𝛽 =
√︀

∆2 − (𝛿1 − 𝛿2) 𝛿1 (5.23)

дает условие на появление параметрического резонанса. Величина 𝛽 приблизительно ука

зывает на положение самой широкой зоны нелокализованности движения пары вихрей. В

случае если она действительна, то движение локализовано. Если же значение мнимо, центр

завихренности движется неограниченно по спиралевидным траекториям от своего началь

ного положения. Таким образом, в системе наблюдается параметрический резонанс, при

водящий к появлению нелокализованных режимов движения пары вихрей в нестационар

ном внешнем поле. На рис. 5.1 приведены примеры траекторий центра завихренности: a)

при действительном 𝛽 ≈ 0, 15 (локализованное движение пары вихрей) в то время как

∆ = −0, 18, 𝛿1 = −0, 1, 𝛿2 = 0, b) при чисто мнимом 𝛽 ≈ 0, 92𝑖 (нелокализованное движе

ние вихрей) в то время как ∆ = −0, 04, 𝛿1 = −0, 1, 𝛿2 = 0.

Используя теорию Флоке, можно получить точные границы зон неустойчивости в про

странстве параметров. Рассмотрим фундаментальную матрицу уравнения (5.13) вида

𝑌𝑥(𝑡) =

⎛⎜⎜⎝ exp

{︂
𝜏∫︀
0

𝑈(𝜉)𝑑𝜉

}︂
𝑉 (𝜏)

2(𝑆+Ω)
exp

{︂
𝜏∫︀
0

𝑉 (𝜉)𝑑𝜉

}︂
𝑈(𝑡) exp

{︂
𝜏∫︀
0

𝑈(𝜉)𝑑𝜉

}︂
2(𝑆 − Ω) exp

{︂
𝜏∫︀
0

𝑉 (𝜉)𝑑𝜉

}︂
⎞⎟⎟⎠ , (5.24)
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Рис. 5.1. Траектории центра завихренности пары вихрей. a) локализованное движение Δ =

−0, 18, 𝛿1 = −0, 1, 𝛿2 = 0; b) нелокализованное движение Δ = −0, 04, 𝛿1 = −0, 1, 𝛿2 = 0.

где 𝑈(𝜏), 𝑉 (𝜏) решения уравнений Риккати (5.13) с начальными условиями

𝑈(0) = 𝑉 (0) = 0, (5.25)

Выражение для мультипликаторов 𝜅 имеет вид:

det(𝑌𝑥(𝑇 =
𝜋

1 + ∆
) − 𝜅𝑌𝑥(0)) = 0. (5.26)

С учетом (5.26) получаем

𝜅2 − 𝜅

⎛⎝𝑆(𝑇 ) − Ω(𝑇 )

𝑆0 − Ω0

exp

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝑉 (𝜉)𝑑𝜉

⎫⎬⎭+ exp

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝑈(𝜉)𝑑𝜉

⎫⎬⎭
⎞⎠+

+
4 (𝑆2(𝑇 ) − Ω2(𝑇 )) − 𝑈(𝑇 )𝑉 (𝑇 )

4(𝑆0 − Ω0)(𝑆 (𝑇 ) + Ω (𝑇 ))
exp

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

(𝑈(𝜉) + 𝑉 (𝜉)) 𝑑𝜉

⎫⎬⎭ = 0 (5.27)

Так как 𝑆 и Ω периодические, то имеет место равенство

𝑆(𝑇 ) ± Ω(𝑇 )

𝑆0 ± Ω0

= 1. (5.28)

Тогда выражение (5.27) сводится к

𝜅2 − 𝜅

⎛⎝exp

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝑉 (𝜉)𝑑𝜉

⎫⎬⎭+ exp

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝑈(𝜉)𝑑𝜉

⎫⎬⎭
⎞⎠+ 1 = 0. (5.29)

Равенство нулю дискриминанта этого выражения является условием на определение точных

границ области локализованности движения пары вихрей

exp

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝑉 (𝜉)𝑑𝜉

⎫⎬⎭+ exp

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝑈(𝜉)𝑑𝜉

⎫⎬⎭ = ±2. (5.30)

На рисунке 5.2 темные области соответствуют параметрической неустойчивости. Жир

ные линии показывают границы размеров главной области неустойчивости, полученные с

помощью аналитической оценки.
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Рис. 5.2. Области параметрического резонанса при 𝛿2 = 0. Жирные линии соответствуют оценке,

полученной с помощью усреднения по быстрым осцилляциям (переход от чисто мнимого коэффи

циента 𝛽 к действительному и обратно).

В данном параграфе рассмотрено движение центра завихренности пары вихрей про

извольных интенсивностей в нестационарном вращательно-сдвиговом внешнем потоке. Рас

смотрен несимметричный случай взаимодействия пары вихрей с внешним потоком. За счет

данной асимметрии центр завихренности совершает колебания вокруг центра сдвига и вра

щения.

В случае совпадения вида колебаний сдвига и вращения показана интегрируемость дви

жения центра завихренности. Если среднее значение вращения по модулю превосходит сред

нее значение сдвига, то центр завихренности движется локализовано по эллиптическим тра

екториям. В обратном случае, центр завихренности движется по гиперболическим траекто

риям.

Рассматривая локализованный при совпадении амплитуд случай превосходства модуля

усредненного вращения над модулем усредненного сдвига, показано, что в случае несовпаде

ния амплитуд колебаний сдвига и вращения, уравнения на компоненты центра завихренности

сводятся к уравнениям Риккати. Показано наличие параметрического резонанса. При опре

деленных параметрах амплитуд и частоты колебаний сдвига и вращения положение центра

завихренности неограниченно растет по спиралевидным траекториям. Таким образом, исход

но локализованное движение в стационарной конфигурации становится нелокализованным

при малом возмущении внешнего потока. Отметим, что появление параметрической неустой

чивости в задачах вихревой динамики является частым явлением. Например, в работе [144]

параметрическая неустойчивость приводит к неустойчивости на границе двухслойного баро

клинного вихря.
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5.2. Обобщение на случай произвольного количества вихрей и слоев

жидкости

Выводы предыдущего параграфа легко обобщаются на случай вихревой системы, со

стоящей из произвольного количества точечных вихрей, помещенных в произвольное коли

чество непроницаемых слоев вращающейся жидкости. Рассмотрим динамику 𝑁 точечных

вихрей во вращающейся жидкости, состоящей из 𝑀 слоев различных постоянных плотно

стей, в геострофическом приближении [104, 119, 314]. Уравнения, описывающие динамику

данной системы в неограниченной области, приведены в работе [121]. Теперь введем в систему

внешней деформационный поток вида (5.2) [11, 203, 371, 449, 451, 474–478], а также допол

нительный однородный поток [1–6, 14, 21, 103, 166, 167, 169, 171–173, 319–321, 339, 347–349],

который является нулевым членом в разложении произвольного внешнего потока. Конечные

динамические уравнения будут иметь вид

𝑑𝑥𝛼𝑗
𝑑𝑡

= 𝐴 (𝑡) + 2𝑦𝛼𝑗 (𝑆 (𝑡) − Ω (𝑡)) −
𝑀∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖

𝑁𝑖∑︁
𝛽=1

𝜇𝛽𝑖
(𝑦𝛼𝑗 − 𝑦𝛽𝑖 )(︁
𝑟𝛼𝛽𝑗𝑖

)︁2 Φ𝛼𝛽
𝑗𝑖

(︁
𝑟𝛼𝛽𝑗𝑖

)︁
,

𝑑𝑦𝛼𝑗
𝑑𝑡

= −𝐵 (𝑡) + 2𝑥𝛼𝑗 (𝑆 (𝑡) + Ω (𝑡)) +
𝑀∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖

𝑁𝑖∑︁
𝛽=1

𝜇𝛽𝑖
(𝑥𝛼𝑗 − 𝑥𝛽𝑖 )(︁
𝑟𝛼𝛽𝑗𝑖

)︁2 Φ𝛼𝛽
𝑗𝑖

(︁
𝑟𝛼𝛽𝑗𝑖

)︁
. (5.31)

Здесь 𝑥𝛼𝑗 , 𝑦
𝛼
𝑗 – положение точечного вихря 𝛼 с интенсивностью 𝜇𝛼𝑗 ( 1 ≤ 𝛼, 𝛽 ≤ 𝑁𝑗 если

𝑁𝑗 ̸= 0), находящегося в 𝑗–ом слое (1 ≤ 𝑗 ≤𝑀 ), ℎ𝑗 – глубина слоя 𝑗, 𝑟𝛼𝛽𝑗𝑖 – расстояние между

вихрем 𝛼 из слоя 𝑗 и вихря 𝛽 из слоя 𝑖. Из сумм исключается сингулярный случай при 𝛼 = 𝛽

одновременно с 𝑖 = 𝑗. 𝑆(𝑡) – внешний сдвиг, Ω(𝑡) –внешнее вращение. 𝐴(𝑡) и 𝐵(𝑡) – компонен

ты равномерного внешнего потока. Выражения Φ𝛼𝛽
𝑗𝑖

(︁
𝑟𝛼𝛽𝑗𝑖

)︁
определяются для каждого числа

слоев 𝑀 отдельно. Для целей данного параграфа вид данной функции не существенен. Здесь

и далее рассматривается случай ненулевой общей интенсивности вихревой системы.

𝜇 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁𝑖∑︁
𝛽=1

ℎ𝑖𝜇
𝛽
𝑖 ̸= 0. (5.32)

Положение центра завихренности как и прежде:

𝑋 =
1

𝜇

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁𝑖∑︁
𝛽=1

ℎ𝑖𝜇
𝛽
𝑖 𝑥

𝛽
𝑖 , 𝑌 =

1

𝜇

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁𝑖∑︁
𝛽=1

ℎ𝑖𝜇
𝛽
𝑖 𝑦

𝛽
𝑖 . (5.33)

Из (5.31) следует

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡) + 2𝑌 (𝑆 (𝑡) − Ω (𝑡)) ,

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= −𝐵 (𝑡) + 2𝑋 (𝑆 (𝑡) + Ω (𝑡)) . (5.34)
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Общее формальное решение данной системы имеет вид⎛⎝ 𝑋

𝑌

⎞⎠ = X (𝑡)X−1 (𝑡0)

⎛⎝ 𝑋0

𝑌0

⎞⎠+ X (𝑡)

𝑡∫︁
𝑡0

X−1 (𝜏)

⎛⎝ 𝐴 (𝑡)

−𝐵 (𝑡)

⎞⎠𝑑𝜏, (5.35)

где X (𝑡) – фундаментальная матрица системы

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 2𝑌 (𝑆 (𝑡) − Ω (𝑡)) ,

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 2𝑋 (𝑆 (𝑡) + Ω (𝑡)) . (5.36)

Введем замену (5.36)

𝑍1 = 𝑋/
√︀

(𝑆 (𝑡) − Ω (𝑡)), 𝑍2 = 𝑌/
√︀

(𝑆 (𝑡) + Ω (𝑡)), (5.37)

приводящую к уравнению второго порядка

𝑑2𝑍1,2

𝑑𝑡2
+

{︃
1

2

𝑑2 ln (𝑆 (𝑡) ± Ω (𝑡))

𝑑𝑡2
− 1

4

[︂
𝑑 ln (𝑆 (𝑡) ± Ω (𝑡))

𝑑𝑡

]︂2
− 4

(︀
𝑆2 (𝑡) − Ω2 (𝑡)

)︀}︃
𝑍1,2 = 0. (5.38)

При условии периодических 𝑆 (𝑡) ,Ω (𝑡) выражение 5.38 является уравнением Хилла [470].

Как показано в предыдущем параграфе, система (5.36) обладает важным свойством -–

если скорость сдвига и вращения 𝑆 (𝑡) /Ω (𝑡) = 𝑆0/Ω0 меняются по одинаковому закону, то

эта система становится интегрируемой в квадратурах. Действительно, пусть

𝑆 (𝑡) = 𝑆0𝜑1 (𝑡) , Ω (𝑡) = Ω0𝜑2 (𝑡) , (5.39)

и 𝜑1 (𝑡) = 𝜑2 (𝑡) = 𝜑 (𝑡), тогда

𝑋 = 𝑋0 cos

⎛⎝2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ 𝑡∫︁

0

𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏

⎞⎠−

√︃
(Ω0 − 𝑆0)

(𝑆0 + Ω0)
𝑌0 sin

⎛⎝2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ 𝑡∫︁

0

𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏

⎞⎠ ,

𝑌 = 𝑌0 cos

⎛⎝2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ 𝑡∫︁

0

𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏

⎞⎠+

√︃
(𝑆0 + Ω0)

(Ω0 − 𝑆0)
𝑋0 sin

⎛⎝2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ 𝑡∫︁

0

𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏

⎞⎠ . (5.40)

В частности, если

𝜑1 (𝑡) = 1 + 𝜀1 sin 𝜈𝑡; 𝜑2 (𝑡) = 1 + 𝜀2 sin 𝜈𝑡, (5.41)

при 𝜀1 = 𝜀2 = 𝜀, следует решение
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𝑋 = 𝑋0 cos

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ (︁
𝑡+

𝜀

𝜈
(cos 𝜈𝑡− 1)

)︁)︂
−√︃

(Ω0 − 𝑆0)

(𝑆0 + Ω0)
𝑌0 sin

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ (︁
𝑡+

𝜀

𝜈
(cos 𝜈𝑡− 1)

)︁)︂
,

𝑌 = 𝑌0 cos

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ (︁
𝑡+

𝜀

𝜈
(cos 𝜈𝑡− 1)

)︁)︂
+√︃

(𝑆0 + Ω0)

(Ω0 − 𝑆0)
𝑋0 sin

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ (︁
𝑡+

𝜀

𝜈
(cos 𝜈𝑡− 1)

)︁)︂
. (5.42)

В частности, решения (5.40) и (5.42) указывают на то, что траектории системы ограничены

при
(︀
Ω0

2 − 𝑆0
2
)︀
> 0 и неограниченны при

(︀
Ω0

2 − 𝑆0
2
)︀
< 0. Данный результат обобщает

вывод предыдущего параграфа на случай произвольного количества вихрей, расположенных

в произвольном количестве слоев. В стационарном случае центр завихренности описывает

эллиптические траектории в режиме ограниченного движения и гиперболические траектории

в режиме неограниченного движения. Центры эллипсов и гипербол сдвинуты в точку

𝑋0 =
𝐵0

2 (𝑆0 + Ω0)
, 𝑌0 = − 𝐴0

2 (𝑆0 − Ω0)
. (5.43)

В предыдущем параграфе показано, что при наличии периодических 𝜑1 (𝑡) ̸= 𝜑2 (𝑡) ,

уравнение Хилла (5.38) описывает появление неограниченных решений даже при условии

среднего вращения превосходящего средний сдвиг
(︀
Ω0

2 − 𝑆0
2
)︀
> 0 в результате параметри

ческой неустойчивости [473].

Легко убедиться, что однородный плоский поток (𝐴 (𝑡) , 𝐵 (𝑡)) не ведет к изменению

режимов движения, за исключением случая |𝑆0| = |Ω0|. Например, интеграл в (5.35) можно

выразить посредством двух функций

1

4
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀
√︃

(Ω0 − 𝑆0)

2𝑆0

ln

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
sin

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ 𝑡∫︀

0

𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏

)︂
−
√︁

(𝑆0−Ω0)
2𝑆0

sin

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ 𝑡∫︀

0

𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏

)︂
+
√︁

(𝑆0−Ω0)
2𝑆0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

− 1

4
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀
√︃
−(𝑆0 + Ω0)

2𝑆0

×

ln

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
cos

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ 𝑡∫︀

0

𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏

)︂
−
√︁
− (𝑆0+Ω0)

2𝑆0

cos

(︂
2
√︁(︀

Ω0
2 − 𝑆0

2
)︀ 𝑡∫︀

0

𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏

)︂
+
√︁

− (𝑆0+Ω0)
2𝑆0

1 +
√︁
− (𝑆0+Ω0)

2𝑆0

1 −
√︁

− (𝑆0+Ω0)
2𝑆0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ . (5.44)

Учитывая неравенство
⃒⃒⃒
𝑆0±Ω0

2𝑆0

⃒⃒⃒
≤ 1, логарифмическая функция остается ограниченной при

условии ограниченности однородного решения. В обратном случае, логарифмическая функ

ция растет неограниченно, когда растет однородное решение.
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Рис. 5.3. Траектории центра завихренности при 𝑆0 = −0, 01, Ω0 = −0, 02 в режиме ограниченного

движения (a) 𝜀1 = 0, 5, 𝜀2 = 0, 2, 𝜈 = 0, 01 в режиме параметрической неустойчивости (b) 𝜀1 =

0, 5, 𝜀2 = 0, 𝜈 = 0, 07. Темные траектории – отсутствие внешнего однородного потока 𝐴 = 𝐵 = 0,

серые траектории – внешний однородный поток вида 𝐴 = 𝐵 = 0, 01 (1 + 0, 1 sin 0, 001𝑡).

Рисунок 5.3 показывает типичные траектории движения центра завихренности в режи

мах ограниченного и неограниченного поведения. Серые траектории соответствуют наличию

однородного потока, темные – отсутствию однородного потока, т.е. 𝐴(𝑡) = 𝐵(𝑡) = 0. Измене

ния в траекториях меняеют качественного поведения центра завихренности.

Вернемся к системе (5.31). Рассмотрим преобразование координат

�̃�𝛼𝑗 = 𝑥𝛼𝑗 −𝑋; 𝑦𝛼𝑗 = 𝑦𝛼𝑗 − 𝑌, (5.45)

где 𝑋, 𝑌 – координаты центра завихренности. Тогда уравнения движения имеют вид

𝑑�̃�𝛼𝑗
𝑑𝑡

= 2𝑦𝛼𝑗 (𝑆 (𝑡) − Ω (𝑡)) −
𝑀∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖

𝑁𝑖∑︁
𝛽=1

𝜇𝛽𝑖
(𝑦𝛼𝑗 − 𝑦𝛽𝑖 )(︁
𝑟𝛼𝛽𝑗𝑖

)︁2 Φ𝛼𝛽
𝑗𝑖

(︁
𝑟𝛼𝛽𝑗𝑖

)︁
,

𝑑𝑦𝛼𝑗
𝑑𝑡

= 2�̃�𝛼𝑗 (𝑆 (𝑡) + Ω (𝑡)) +
𝑀∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖

𝑁𝑖∑︁
𝛽=1

𝜇𝛽𝑖
(�̃�𝛼𝑗 − �̃�𝛽𝑖 )(︁
𝑟𝛼𝛽𝑗𝑖

)︁2 Φ𝛼𝛽
𝑗𝑖

(︁
𝑟𝛼𝛽𝑗𝑖

)︁
, (5.46)

Данная система обладает двумя интегралами движения �̃� = 𝑌 = 0. Новый центр завихрен

ности всегда находится в точке начала координат �̃�0 = 𝑌0 = 0.

Таким образом показано, что результаты для любого случая симметрично расположен

ных вихрей [227] могут быть перенесены на несимметричный случай.

Приведенный анализ продемонстрировал особенности движения системы точечных вих

рей, помещенных в деформационный поток, как целого. То есть, движение центра завихрен

ности показывает, как движется система в целом, при этом динамика самих вихрей и жидких

частиц из их окрестности может быть значительно сложней. Анализу поведения самих вих

рей и адвектируемой ими жидкости посвящены следующие параграфы данной главы.
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5.3. Динамика двух точечных вихрей произвольных

интенсивностей, помещенных в постоянный или переменный

деформационные потоки

Итак рассмотрим систему (5.4), описывающую динамику двух точечных вихрей произ

вольных интенсивностей 𝜇1, 𝜇2 при наличии внешнего деформационного потока с постоян

ными компонентами сдвига 𝑆0 и вращения Ω0. В работе [371] показано, что при 𝜇1 = 𝜇2

динамическая система (5.4) с 2, 5 степенями свободы остается симметричной относительно

центра вращения и деформации. Далее, эта система редуцируется к системе с 1.5 степеня

ми свободы, что эквивалентно изучению движения только одного вихря вместо двух. Так

как система имеет 1, 5 степени свободы, то ее решения могут демонстрировать хаотический

характер.

В случае произвольных интенсивностей вихрей 𝜇1, 𝜇2 центр завихренности вихревой

системы не совпадает с центром деформации. В результате нарушается симметрия, что при

водит к усложнению траекторий движения. Однако, как и в случае равных интенсивностей,

количество степеней свободы в системе можно уменьшить на единицу.

Положения центра завихренности определяются выражениями (5.5). В случае постоян

ной внешней деформации, т.е. 𝑆 = 𝑆0 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, Ω = Ω0 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 данные выражения интегриру

ются в квадратурах в виде (5.9). Явный вид траекторий компонент импульса системы тогда

имеет вид

⎛⎝ 𝐿𝑥

𝐿𝑦

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝐿𝑥 (0)

𝐿𝑦 (0)

⎞⎠ cos (Φ (𝑡)) −
√︀

Ω2
0 − 𝑆2

0

𝑆0 + Ω0

⎛⎝ 𝐿𝑦 (0)

𝑆0+Ω0

𝑆0−Ω0
𝐿𝑥 (0)

⎞⎠ sin (Φ (𝑡)) ,

Φ (𝑡) = 2
√︁

Ω2
0 − 𝑆2

0𝑡.

(5.47)

В соответствии с (5.47), 𝐿𝑥, 𝐿𝑦 связаны с преобразованиями координат и меняются со

временем. Используя данные выражения, координаты одного вихря могут быть выражены

через координаты второго. В результате уравнения в системе (5.4) разделяются на две неза

висимые системы. Что, в свою очередь, означает уменьшение числа степеней свободы до

1, 5.

Дальнейшее уменьшение числа степеней свободы обычно включает в себя вычисление

углового момента (см., например, [386])

𝑀 (𝑡) = 𝜇1

(︀
𝑥21 + 𝑦21

)︀
+ 𝜇2

(︀
𝑥22 + 𝑦22

)︀
. (5.48)
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Однако в нашей задаче, в общем случае, данная величина не сохраняется и выписать ее

явное выражение не представляется возможным. Единственным исключением, когда данное

выражение является инвариантом 𝑀 = 0, служит случай совпадения центра деформации и

центра завихренности (т.е. при 𝐿𝑥 (0) = 𝐿𝑦 (0) = 0).

Рассмотрим общий случай несовпадения центра деформации и центра завихренности.

Тогда, при 𝑆2
0−Ω2

0 > 0, центр завихренности движется неограниченно от центра деформации

по гиперболическим траекториям. В соответствии с (5.47), локализованное движение систе

мы возможно только при 𝑆2
0 − Ω2

0 < 0. Далее будем рассматривать случай локализованного

движения.

Перейдем в систему координат, связанную с центром завихренности

𝑥1 − 𝑥𝑐 = 𝑟1 cos𝜙1, 𝑥2 − 𝑥𝑐 = 𝑟2 cos𝜙2,

𝑦1 − 𝑦𝑐 = 𝑟1 sin𝜙1, 𝑦2 − 𝑦𝑐 = 𝑟2 sin𝜙2,

𝑟21 = (𝑥1 − 𝑥𝑐)
2 + (𝑦1 − 𝑦𝑐)

2, 𝑟22 = (𝑥2 − 𝑥𝑐)
2 + (𝑦2 − 𝑦𝑐)

2.

(5.49)

Используя новые переменные, выражение для компонент импульса преобразуется к виду

𝜇1𝑟1 cos𝜙1 = −𝜇2𝑟2 cos𝜙2, 𝜇1𝑟1 sin𝜙1 = −𝜇2𝑟2 sin𝜙2. (5.50)

Отсюда

𝜙1 = 𝜙2, sgn (𝜇1) ̸= sgn (𝜇2) ;

𝜙1 = 𝜙2 + 𝜋, sgn (𝜇1) = sgn (𝜇2) , (5.51)

и

𝜇1𝑟1 = −𝜇2𝑟2, sgn (𝜇1) ̸= sgn (𝜇2) ;

𝜇1𝑟1 = 𝜇2𝑟2, sgn (𝜇1) = sgn (𝜇2) . (5.52)

Следовательно, расстояние от вихрей до движущегося центра завихренности всегда обратно

пропорциональная интенсивности вихрей.

Функция тока одного из вихрей в движущейся системе координат имеет вид

𝜓 = 𝜓𝑑 +
𝜇2

𝜇
log (𝜇𝑟1) , (5.53)
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где 𝜇 =
(︁

1 + 𝜇1
𝜇2

)︁
и

𝜓𝑑 = (𝑟1 cos𝜙1 + 𝑥𝑐)
2 (Ω0 + 𝑆0) + (𝑟1 sin𝜙1 + 𝑦𝑐)

2 (Ω0 − 𝑆0) =

= (Ω0 + 𝑆0)
(︀
𝑟21cos2𝜙1 + 2𝑟1𝑥𝑐 cos𝜙1

)︀
+ (Ω0 − 𝑆0)

(︀
𝑟21sin

2𝜙1 + 2𝑟1𝑦𝑐 sin𝜙1

)︀
+

+ (Ω0 + 𝑆0)𝑥
2
𝑐 + (Ω0 − 𝑆0) 𝑦

2
𝑐 =

=
[︀
Ω0𝑟

2
1 + 𝑆0𝑟

2
1 cos 2𝜙1

]︀
+ 2𝑟1 {(Ω0 + 𝑆0)𝑥𝑐 cos𝜙1 + (Ω0 − 𝑆0) 𝑦𝑐 sin𝜙1} +

+
(Ω0 + 𝑆0)𝜇

2
2

𝜇2

(︂
𝐿2
𝑥 (0) − 𝑆0 − Ω0

𝑆0 + Ω0

𝐿2
𝑦 (0)

)︂
. (5.54)

Динамические уравнения в системе координат (𝑟1, 𝜙1), движущейся вместе с центром

завихренности, имеет вид

�̇�1 = − 1

𝑟1

𝜕𝜓

𝜕𝜙1

− (�̇�𝑐 cos𝜙1 + �̇�𝑐 sin𝜙1) , �̇�1 =
1

𝑟1

𝜕𝜓

𝜕𝑟1
+

1

𝑟1
(�̇�𝑐 sin𝜙1 − �̇�𝑐 cos𝜙1) . (5.55)

Подставляя (5.47) в (5.5) и дифференцируя по времени, получаем

(𝜇1 + 𝜇2)

⎛⎝ �̇�𝑐

�̇�𝑐

⎞⎠ = −2
√︁

Ω2
0 − 𝑆2

0

⎛⎝⎛⎝ 𝐿𝑥 (0)

𝐿𝑦 (0)

⎞⎠ sin (Φ (𝑡)) +

+

√︀
Ω2

0 − 𝑆2
0

𝑆0 + Ω0

⎛⎝ 𝐿𝑦 (0)

𝑆0+Ω0

𝑆0−Ω0
𝐿𝑥 (0)

⎞⎠ cos (Φ (𝑡))

⎞⎠ , (5.56)

Отсюда уравнения движения (5.55) преобразуются к виду

�̇�1 = − 1

𝑟1

(︀
−2𝑆0𝑟

2
1 sin 2𝜙1 + 2𝑟1 {− (Ω0 + 𝑆0)𝑥𝑐 sin𝜙1 + (Ω0 − 𝑆0) 𝑦𝑐 cos𝜙1}

)︀
−

− (�̇�𝑐 cos𝜙1 + �̇�𝑐 sin𝜙1) = 2𝑆0𝑟1 sin 2𝜙1,

�̇�1 =
1

𝑟1

(︂
2Ω0𝑟1 + 2𝑆0𝑟1 cos 2𝜙1 + 2 {(Ω0 + 𝑆0)𝑥𝑐 cos𝜙1 + (Ω0 − 𝑆0) 𝑦𝑐 sin𝜙1} +

𝜇2

𝜇𝑟1

)︂
+

+
1

𝑟1
(�̇�𝑐 sin𝜙1 − �̇�𝑐 cos𝜙1) = 2Ω0 + 2𝑆0 cos 2𝜙1 +

𝜇2

𝜇𝑟21
. (5.57)

Уравнения движения (5.57) совместно с преобразованиями координат (5.49) описывают

динамику двух точечных вихрей произвольных интенсивностей, помещенных в асимметрич

ный внешний постоянный деформационный поток. Система уравнений (5.57) имеет ту же

форму, что и уравнения для двух вихрей одинаковых интенсивностей в симметричном внеш

нем деформационном потоке [371].

Центр завихренности вращается вокруг центра деформации, расположенного в начале

координат, по эллиптической траектории с частотой

𝜔𝑐 = 2
√︁

Ω2
0 − 𝑆2

0 . (5.58)

В данном случае уравнения движения (5.57) явно не зависят от времени, т.е. мы имеем

дело с системой с 1 степенью свободы. Такая система является интегрируемой для любых
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Рис. 5.4. a) фазовый портрет системы (5.57), соответствующий центру завихренности, изначально

расположенному в точке (1, 1), при 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 2, 𝑆0 = −0, 01, Ω0 = −0, 02. Точки в областях рецир

куляции обозначают регулярные особые точки; b) частота вращения вихря вокруг соответствующих

особых точек для фазового портрета с рис. 5.4a в зависимости от начальной координаты 𝑦. Пунктир

ная линия показывает частоту вращения (5.58) центра завихренности вокруг центра деформации.

значений параметров Ω0, 𝑆0. Первый интеграл системы имеет форму функции тока (5.53).

Особые точки системы определяются из соотношений

�̇�1 = 2𝑆0𝑟1 sin 2𝜙1 = 0,

�̇�1 = 2Ω0 + 2𝑆0 cos 2𝜙1 +
𝜇2

𝜇𝑟21
= 0. (5.59)

Отсюда

𝑟1 =

√︂
− 𝜇2

2𝜇 (Ω0 + 𝑆0)
, 𝜙1 = 𝜋𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ...,

𝑟1 =

√︂
− 𝜇2

2𝜇 (Ω0 − 𝑆0)
, 𝜙1 = 𝜋𝑛+

𝜋

2
, 𝑛 = 0, 1, 2, .... (5.60)

Также, помимо регулярных точек, определяемых из данной системы, в фазовом про

странстве всегда существует дополнительная сингулярная точка при 𝑟1 = 0 для любого 𝜙1.

В соответствии с (5.60)в фазовом пространстве может существовать 0, 2, 4 регулярных осо

бых точек в зависимости от параметров внешней деформации [12, 25, 477].

На рис. 5.4a изображен фазовый портрет системы (5.57). Данный фазовый портрет со

держит фазовые траектории вихря интенсивности 𝜇1 в системе координат, движующейся

вместе с центром завихренности. Частота вращения вихря вокруг эллиптических особых

точек представлена на рис. (5.4)b. В центре координат находится сингулярная особая точ

ка. Частота в ее окрестности стремитсся к бесконечности. Удаляясь от этой точки, частота

падает до нуля на сепаратрисе, с которой начинается область рециркуляции с обратным
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направлением вращения. Далее частота снова падает до нуля на сепаратрисе, после кото

рой начинает асимптотически стремится к частоте вращения центра завихренности вокруг

деформационного центра (5.58).

5.4. Параметрическая неустойчивость в окрестности эллиптических

особых точек в системе двух точечных вихрей, помещенных в

переменный деформационный поток

В данном параграфе рассмотрим баротропную модель двух-вихревого взаимодействия

происходящего на фоне крупномасштабного переменного сдвигового течения. Случай по

стоянных сдвига и внешнего вращения рассмотрен в предыдущем параграфе. Существует

режим, при котором вихри находятся в локализованной области, в том числе существуют

стационарные точки, при помещении в которые, вихри остаются неподвижными. Как вид

но из рис. 5.4a две стационарные точки являются эллиптическими. Это подразумевает, что

динамика в окрестности этих точек крайне устойчивая и не сильно отличается даже при

значительных возмущениях внешнего потока. Однако, как будет показано в данном парагра

фе, в окрестности этих эллиптических точек может наблюдаться параметрическая неустой

чивость, что приводит к локальному экспоненциальному расхождению траекторий вихрей.

Такое экспоненциальное расхождение продолжается до тех пор, пока траектории не попа

дают в область сильной нелинейности в окрестности сепаратрисы. Если же возмущение не

индуцирует появление параметрического резонанса, то траектории остаются в окрестности

стационарных эллиптических точек даже при значительных возмущениях внешнего потока.

Эффект параметрической неустойчивости в данном случае похож на случай параметриче

ской неустойчивости для центра завихренности произвольного количества точечных вихрей,

рассмотренный в предыдущих параграфах. Итак, проанализируем влияние параметрической

неустойчивости в окрестности эллиптических точек.

Рассматривается движение двух точечных вихрей с интенсивностями 𝜇1, 𝜇2 (причем

𝜇1 ̸= −𝜇2), помещенных в переменный сдвиговой поток вида 5.2 с компонентами 𝑆 и Ω,

заданных в виде осциллирующих функций [12, 371, 449]. Будем рассматривать случай оди

наковых амплитуд осцилляций (𝜀1 = 𝜀2 = 𝜀). Тогда уравнения движения двух точечных

вихрей имеют вид 5.4.

Так как внешний поток зависит от времени, то в вихревой системе появляются началь

ные конфигурации, при которых ее эволюция становится нерегулярной, т.е. любые малые

отклонения от конкретной фазовой траектории приводят к непредсказуемым результатам.
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Такая нерегулярная динамика зарождается в окрестности сепаратрисы и с увеличением воз

мущения распространяется на всю область. Однако область стационарных эллиптических

точек является наиболее устойчивой и при последовательном увеличении амплитуды воз

мущения будет становиться неустойчивой в последнюю очередь. Рассмотрим динамику в

окрестности возмущенных эллиптических точек подробно. Линеаризуем нестационарную си

стему (5.4) в окрестности этих точек

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑦01 (𝑆0 − Ω0) 𝜀 sin 𝜈𝑡+

2

(︂
(𝑆0 − Ω0) 𝜀 sin 𝜈𝑡+

𝜇

(𝑦01)
2

)︂
𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑥 (2𝑆0 + (𝑆0 + Ω0) 𝜀 sin 𝜈𝑡) , (5.61)

где 𝑥, 𝑦 – отклонения от эллиптических точек 𝑥01, 𝑦01. Система (5.61) неоднородная, ее решения

выражаются через решение однородной системы следующим образом⎛⎝ 𝑥

𝑦

⎞⎠ = X (𝑡)X−1 (𝑡0)

⎛⎝ 𝑥0

𝑦0

⎞⎠+

2𝑦01 (𝑆0 − Ω0) 𝜀X (𝑡)

𝑡∫︁
𝑡0

X−1 (𝜏)

⎛⎝ sin 𝜈𝜏

0

⎞⎠𝑑𝜏, (5.62)

где X (𝑡) – фундаментальная матрица однородной системы

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑦 (2 |𝑆0 − Ω0| + (𝑆0 − Ω0) 𝜀 sin 𝜈𝑡) ,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑥 (2𝑆0 + (𝑆0 + Ω0) 𝜀 sin 𝜈𝑡) . (5.63)

Данная однородная система содержит периодические коэффициенты и легко сводится

к уравнению Хилла. Отсюда следует принципиальная возможность появления параметриче

ской неустойчивости [468–470]. В свою очередь, известно, что решения неоднородной системы

ведут себя так же, как и решения однородной в смысле ограниченности. Далее будем рас

сматривать однородную систему (5.63).

Получим грубую оценку зон параметрической неустойчивости. Используем метод усред

нения по быстрым осцилляциям (см., например, [11, 473]). Рассмотрим комплексную функ

цию

𝑅 = 𝑖
𝑥

𝑦
− 1. (5.64)

Используя (5.63), получаем для 𝑅,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑖 (𝑎1 + 𝑎2 sin 𝜈𝑡) + 𝑖 (𝑏1 + 𝑏2 sin 𝜈𝑡) (𝑅 + 1)2, (5.65)
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где 𝑎1 = 2 𝜇

(𝑦01)
2 , 𝑎2 = 2𝜀 (𝑆0 − Ω0) , 𝑏1 = 4𝑆0, 𝑏2 = 2𝜀 (𝑆0 + Ω0). Предположим, что решение

(5.65) имеет вид

𝑅 = 𝜌 (𝑡) 𝑒−𝑖𝜈𝑡. (5.66)

Подставляя (5.66) в (5.65), получаем для 𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
− 𝑖𝜈𝜌 = 𝑖 (𝑎1 + 𝑏1) 𝑒

𝑖𝜈𝑡 +
𝑎2 + 𝑏2

2

(︀
𝑒2𝑖𝜈𝑡 − 1

)︀
+

𝑖𝑏1
(︀
2𝜌+ 𝜌2𝑒−𝑖𝜈𝑡

)︀
− 𝑏2

2

(︀
2𝜌𝑒−𝑖𝜈𝑡 + 𝜌2𝑒−2𝑖𝜈𝑡

)︀
+

𝑏2
2

(︀
2𝜌𝑒𝑖𝜈𝑡 + 𝜌2

)︀
. (5.67)

Отбрасывая все быстро-осциллирующие члены, получаем для среднего 𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
− 𝑖𝜈𝜌 = −𝑎2 + 𝑏2

2
+ 2𝑖𝑏1𝜌+

𝑏2
2
𝜌2,

𝜌 (0) = −1. (5.68)

Интегрируем данное выражение

𝜌− 𝜌1
𝜌− 𝜌2

=
1 + 𝜌1
1 + 𝜌2

𝑒
𝑏2
2
(𝜌2−𝜌1)𝑡, (5.69)

где 𝜌1,2 = ±
(︂
𝑎2+𝑏2
𝑏2

−
(︁

2𝑏1+𝜈
𝑏2

)︁2)︂1/2

+ 𝑖(2𝑏1+𝜈)
2

и

𝜌2 − 𝜌1 = −2

(︃
𝑎2 + 𝑏2
𝑏2

−
(︂

2𝑏1 + 𝜈

𝑏2

)︂2
)︃1/2

. (5.70)

В начальных обозначениях выражение (5.70) преобразуется к

𝜌2 − 𝜌1 = ±2

(︃
2𝑆0

(𝑆0 + Ω0)
−
(︂

8𝑆0 + 𝜈

2𝜀 (𝑆0 + Ω0)

)︂2
)︃1/2

. (5.71)

Разность 𝜌2 − 𝜌1 характеризует тип усредненного движения. Если разность действительна,

то решение (5.69) – неограниченное. Иначе, при чисто мнимом значении разности, решение

(5.69) – ограниченное. Возвращаясь к исходной постановке, делаем вывод, что значение (5.71)

определяет испытывает ли окрестность стационарных эллиптических точек локальную па

раметрическую неустойчивость.

Используя теорию Флоке, получим точные границы зон параметрической неустойчиво

сти линеаризованной задачи на плоскости параметров (𝜈, 𝜀).

На рис. 5.5 изображены области параметрической неустойчивости. Пунктирная линия

показывает границы, данные оценкой (5.71). Оценка, в целом, дает правдивый результат,

хотя и заметно завышенный.
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Рис. 5.5. Зоны параметрической неустойчивости при 𝑆0 = −0, 01, Ω0 = −0, 02. Темные области –

неограниченные решения, приводящие к спиралевидным траектриям в окрестности стационарных

эллиптических точек. Пунктирная линия – аналитическая оценка области (5.71).

Рис. 5.6. Траектории линеаризованной системы (5.63) при 𝑆0 = −0, 01, Ω0 = −0, 02. (a) пара

метрическая неустойчивость при 𝜈 = 0, 08, 𝜀 = 0, 1; (b) без параметрической неустойчивости при

𝜈 = 0, 07, 𝜀 = 0, 1.

Теперь, изучим поведение траекторий вихрей при выполнении условий параметрической

неустойчивости и без выполнения. Будем строить траектории линеаризованной системы и их

аналог в исходной нелинейной системе. Линеаризованная система (5.63), действительно, ис

пытывает параметрическую неустойчивость, выражающуюся в спиралевидном неограничен

ном решении. Такая траектория приведена на рис. 5.6a для главной области параметрической

неустойчивости с рис. 5.5. Параметры для траектории 𝜈 = 0, 08, 𝜀 = 0, 1. На рис. 5.6b при

ведена аналогичная траектории, но вне области неустойчивости при 𝜈 = 0, 07, 𝜀 = 0, 1. В

результате, получаем ограниченную траекторию.

Теперь, проверим насколько линейная теория соответствует движению вихрей в исход

ной нелинейной системе (5.4). На рис. 5.7 приведены траектории вихрей, соответствующие

траекториям, полученным с помощью линеаризованной системы, изображенным на рис. 5.6.

При условии наличия параметрической неустойчивости (см. рис. 5.7a), траектории вих

рей экспоненциально расходятся от стационарных эллиптических точек до тех пор, пока
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Рис. 5.7. Траектории исходной нелинейной системы (5.4) при 𝑆0 = −0, 01, Ω0 = −0, 02, 𝜇 = 1.

(a) локально неограниченное движение, соответствующее параметрической неустойчивости при 𝜈 =

0, 08, 𝜀 = 0, 1; (b) локально ограниченное решение при 𝜈 = 0, 07, 𝜀 = 0, 1.

не достигнут области сильной нелинейности около разрушенной сепаратрисы стационарной

задачи. В окрестности разрушенных сепаратрис линейный параметрический резонанс по

давляется и не влияет на дальнейшую динамику вихрей. Однако, как только траектория

возвращается в окрестность стационарных эллиптических точек, влияние линейной пара

метрической неустойчивости снова становится определяющим.

Следует отметить, что параметрический резонанс никак не соотносится с появлением ха

отической динамики в нелинейных системах. Многие работы отмечают появление хаотическо

го поведения при условии реализации параметрической неустойчивости в соответствующей

линеаризованной системе [471, 472, 479–482]. Однако вывод о том, что линейный параметри

ческий резонанс каким-либо образом связан с хаотической динамикой в нелинейной системе

[472] в корне неверен. Аналогичный вывод в поддержку отсутствия связи между парамет

рической неустойчивостью линеаризованной системы и появлением хаотической динамики в

нелинейной системе приведен в работе [483].

Проанализируем поведение нелинейной системы с помощью метода сечений Пуанкаре.

Области регулярного движения отображаются на сечениях Пуанкаре в виде замкнутых ор

бит, а области хаотического – в виде набора беспорядочно разбросанных точек. Рассмотри

сечения Пуанкаре для исходной системы (5.4) в главной зоне параметрического резонанса

для линейной системы. Так как система симметрична относительно оси 𝑥, будем выводить

только верхнюю часть фазовых портретов.

На рис. 5.8a приведено сечение Пуанкаре, соответствующее главной зоне параметриче

ской неустойчивости при 𝜀 = 0, 1, 𝜈 = 0, 08. Рисунок 5.8b соответствует параметрам 𝜀 =
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Рис. 5.8. Сечения Пуанкаре для исходной нелинейной системы (5.4) при 𝑆0 = −0, 01, Ω0 = −0, 02,

𝜇 = 1, амплитуде возмущения 𝜀 = 0, 1 и частоте: (a) 𝜈 = 0, 08 – главная область параметрической

неустойчивости; (b) 𝜈 = 0, 075 – вне области параметрической неустойчивости.

0, 1, 𝜈 = 0, 075, находящимся рядом с главной зоной параметрической неустойчивости. Ам

плитуды возмущений одинаковы для обоих рисунков, а частоты немного отличны.

На рис. 5.9 изображены траектории, начинающиеся в стационарных эллиптических точ

ках, для тех же параметров, что и сечения Пуанкаре с рис. 5.8. Как и предсказывает оценка

(5.71), траектории, испытывающие локальную параметрическую неустойчивость, расходятся

экспоненциально от своих начальных положений вплоть до области сильной нелинейности

около разрушенной сепаратрисы (см. рис. 5.9a). Без параметрической неустойчивости, тра

ектории остаются в очень ограниченной области около своих начальных положений (см. рис.

5.9b).

Сравнивая сечения Пуанкаре, видим, что более эффективная хаотизация соответствует

набору параметров, при которых не наблюдается параметрическая неустойчивость в линей

ном приближении, при меньшей частоте 𝜈 = 0, 075 (см. рис. 5.8b). Более того, в условиях

линейной параметрической неустойчивости, вообще, сепаратриса нелинейного резонанса в

окрестности эллиптической точки практически не разрушена. В то же время, меньшая ча

стота возмущения индуцирует эффективное разрушение сепаратрисы нелинейного резонан

са в окрестности стационарной эллиптической точки и, как следствие, появление большого

количества хаотических траекторий [172, 173, 267, 354]. Таким образом, данное сравнение

показывает, что появление хаотических траекторий в той или иной области фазового про

странства связано исключительно с пространственным распределением нелинейных резонан

сов и никаким образом не связано с параметрической неустойчивостью в соответствующей
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Рис. 5.9. Траектории вихрей, начинающиеся в стационарных эллиптических точках, для нелинейной

системы (5.4) при 𝑆0 = −0, 01, Ω0 = −0, 02, 𝜇 = 1, амплитуде возмущения 𝜀 = 0.1 и частотах: (a)

𝜈 = 0, 08 – главная зона параметрической неустойчивости; (b) 𝜈 = 0, 075 – вне зоны параметрической

неустойчивости.

линейной системе.

Для подтверждения этого вывода, можно проанализировать появление хаотической ди

намики при параметрах возмущения, соответствующих второй зоне линейной параметриче

ской неустойчивости (в окрестности частоты 𝜈 = 0, 04), приведенной на рис. 5.5. Еще более

меньшая частота возмущения приводит к еще более эффективной хаотизации траекторий

вихрей. Поэтому рассмотрим меньшую амплитуду возмущения. На рис. 5.10a изображено се

чение Пуанкаре при линейной параметрической неустойчивости (при 𝜀 = 0, 03, 𝜈 = 0, 04); рис.

5.10b соответствует отсутствию линейной параметрической неустойчивости (при 𝜀 = 0, 03,

𝜈 = 0, 036).

На рис. 5.11 приведены траектории движения вихрей, начинающиеся в стационарных

эллиптических точках для тех же параметров, что и рис. 5.10. Как и в случае главной зоны

линейной параметрической неустойчивости, траектории расходятся экспоненциально от сво

его начального положения. А без параметрической неустойчивости – траектории остаются в

ограниченной области.

5.5. Адвекция жидких частиц в системе двух точечных вихрей,

помещенных в постоянный деформационный поток

Рассмотрим теперь адвекцию жидких частиц двумя точечными вихрями, помещенными

в стационарный внешний деформационный поток. С точки зрения приложений геофизиче
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Рис. 5.10. Сечения Пуанкаре исходной нелинейной системы (5.4) при 𝑆0 = −0, 01, Ω0 = −0, 02, 𝜇 = 1,

амплитуде возмущения 𝜀 = 0, 03 и частотах: (a) 𝜈 = 0, 04 – вторая зона линейно параметрической

неустойчивости; (b) 𝜈 = 0, 036 – вне зоны линейной параметрической неустойчивости.

Рис. 5.11. Траектории вихрей, начинающиеся в стационарных эллиптических точках, для нелиней

ного уравнения (5.4) при 𝑆0 = −0, 01, Ω0 = −0, 02, 𝜇 = 1, амплитудах возмущения 𝜀 = 0, 03 и

частотах: (a) 𝜈 = 0, 04 – вторая зона линейной параметрической неустойчивости; (b) 𝜈 = 0, 036 – вне

зоны параметрической неустойчивости.
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ской гидродинамики, адвекция жидких частиц сингулярными вихрями представляет основ

ной интерес. Для сравнения результатов теоретических расчетов с реальными наблюдения

ми нужно учитывать не только траекторию движения сингулярного вихря, но и количество

жидкости, которая перемещается вместе с вихрем в его непосредственной окрестности. Урав

нения движения жидких частиц:

�̇� = −𝜕 (𝜓𝑣 + 𝜓𝑑)

𝜕𝑦
= 2𝑦 (𝑆0 − Ω0) −

(︂
𝜇1
𝑦 − 𝑦1
𝜌12

+ 𝜇2
𝑦 − 𝑦2
𝜌22

)︂
,

�̇� =
𝜕 (𝜓𝑣 + 𝜓𝑑)

𝜕𝑥
= 2𝑥 (𝑆0 + Ω0) + 𝜇1

𝑥− 𝑥1
𝜌12

+ 𝜇2
𝑥− 𝑥2
𝜌22

, (5.72)

где 𝜌1 =
√︁

(𝑥− 𝑥1)
2 + (𝑦 − 𝑦1)

2, 𝜌2 =
√︁

(𝑥− 𝑥2)
2 + (𝑦 − 𝑦2)

2.

В общем случае система уравнений (5.72) нестационарна, так как координаты вихрей

явно зависят от времени, т.е. 𝑥1 ≡ 𝑥1 (𝑡) , 𝑦1 ≡ 𝑦1 (𝑡) , 𝑥2 ≡ 𝑥2 (𝑡) , 𝑦2 ≡ 𝑦2 (𝑡). Отсюда следует,

что данная система является системой с 1, 5 степенями свободы даже для случая постоянного

внешнего деформационного потока. Как следствие, становится возможным хаотический пе

ренос жидких частиц, индуцированный взаимодействием вихрей. Система (5.72) становится

стационарной только в том случае, если оба вихря находятся в своих положениях равновесия,

определяемых из соотношений (5.60).

Примеры возможных стационарных фазовых портретов движения жидких частиц при

ведены на рис. 5.12.

Положения и количество особых точек системы, описывающей адвекцию жидких ча

стиц, определяются из выражений

2𝑦 (𝑆0 − Ω0) −
(︂
𝜇1
𝑦 − 𝑦1
𝜌12

+ 𝜇2
𝑦 − 𝑦2
𝜌22

)︂
= 0,

2𝑥 (𝑆0 + Ω0) + 𝜇1
𝑥− 𝑥1
𝜌12

+ 𝜇2
𝑥− 𝑥2
𝜌22

= 0. (5.73)

Из (5.73) следует существование до 9 регулярных особых точек. Дополнительно всегда

существуют две сингулярные точки, соответствующие положению точечных вихрей (тре

угольники на рис. 5.12). Количество особых точек изменяется в зависимости от значения

параметров сдвига и вращения и от интенсивности вихрей. На рис. 5.12 также видно, что на

вертикальной оси симметрии всегда существуют три регулярные особые точки. В зависимо

сти от типа данных точек можно охарактеризовать все возможные виды фазового портрета

стационарной системы Координат данных точек на оси симметрии выражаются из (5.73) при

условии 𝑥 = 𝑥1 = 𝑥2 = 0.

𝑦3 − (𝑦1 + 𝑦2) 𝑦
2 +

(︂
𝑦1𝑦2 −

𝜇1 + 𝜇2

2 (𝑆0 − Ω0)

)︂
𝑦 +

𝜇1𝑦2 + 𝜇2𝑦1
2 (𝑆0 − Ω0)

= 0. (5.74)
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Рис. 5.12. Качественно различные фазовые портреты системы (5.72) при 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 2, Ω0 = −0, 02

и четырех значений сдвига 𝑆0 : a) −0, 014, b) −0, 01, c) −0, 005, d) −0, 001. Жирными линиями обо

значены сепаратрисы движения. Треугольники – положения неподвижных вихрей в своих стацио

нарных точках. Жирные точки – эллиптические особые точки в стационарной конфигурации.
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Когда эти три точки эллиптические, фазовый портрет системы аналогичен, приведен

ному на рис. 5.12a. Когда две точки эллиптические, а третья – гиперболическая, то фазовый

портрет аналогичен, приведенному на рис. 5.12b. Две гиперболических и одна эллиптическая

– рис. 5.12c. Три гиперболических – 5.12d. Тип данных точек определяется собственными

числами матрицы

A =

⎛⎝ 𝑓 2 (𝑆0 − Ω0) − 𝑔

2 (𝑆0 + Ω0) − 𝑔 −𝑓

⎞⎠ , (5.75)

где

𝑓 =
2𝜇1𝑥1 (𝑦1 − 𝑦𝑖)(︀
𝑥21 + (𝑦1 − 𝑦𝑖)

2)︀2 +
2𝜇2𝑥2 (𝑦2 − 𝑦𝑖)(︀
𝑥22 + (𝑦2 − 𝑦𝑖)

2)︀2 = 0,

𝑔 =
𝜇1

(︀
𝑥21 − (𝑦1 − 𝑦𝑖)

2)︀(︀
𝑥21 + (𝑦1 − 𝑦𝑖)

2)︀2 +
𝜇2

(︀
𝑥22 − (𝑦2 − 𝑦𝑖)

2)︀(︀
𝑥22 + (𝑦2 − 𝑦𝑖)

2)︀2 = −
(︂

𝜇1

(𝑦1 − 𝑦𝑖)
2 +

𝜇2

(𝑦2 − 𝑦𝑖)
2

)︂
(5.76)

и 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 – соответствующая особая точка, полученная из (5.74).

Собственные значения матрицы A имеют вид

𝜆2 = (2𝑆0 − 𝑔)2 − 4Ω2
0. (5.77)

Если 𝜆2 > 0, то особая точка 𝑦𝑖 гиперболическая. Если 𝜆2 < 0, особая точка эллиптиче

ская. Отсюда условие на гиперболичность особых точек

2(𝑆0 + Ω0) < 𝑔 < 2(𝑆0 − Ω0). (5.78)

Проанализируем устойчивость и смену типа данных критических точек в зависимости

от значений параметров 𝑆0 ∈ (0,Ω0) при фиксированных интенсивностях вихрей 𝜇1 = 1, 𝜇2 =

2. Для других значений параметров качественных изменений не будет.

На рис. 5.13b показывает как меняются 4 типа фазового пространства стационарной

системы. Штрихпунктирная линия на рис. 5.13b показывает количество особых точек, умно

женное на нормировочный коэффициент 10−4. Возможно 5, 7 или 9 особых точек.

Сравнивая данную штрихпунктирную линию с кривыми 1, 2, 3 с того же рисунка, видно,

что бифуркация фазовой структуры связана с изменением типа трех особых точек, лежащих

на оси симметрии. В результате имеем 4 типа фазового портрета и три бифуркации. Пер

вый фазовый портрет (область I на рис. 5.13b) содержит три эллиптические точки, лежащие

на оси симметрии. Дополнительно есть 4 гиперболических точки. Второй фазовый портрет

(область II на рис. 5.13b) – две эллиптических и одна гиперболическая и дополнительно

две эллиптических и четыре гиперболических. Третий фазовый портрет (область III на рис.

5.13b) – одна эллиптическая и две гиперболических и дополнительно две эллиптических и

две гиперболических. Четвертый фазовый портрет (область IV на рис. 5.13b) – три эллипти

ческих и дополнительно две эллиптических.
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Рис. 5.13. a) положения трех особых точек 𝑦𝑖 в зависимости от 𝑆0; b) функция 𝜆2(𝑆0), определяющая

тип данных точек; крайняя слева вертикальная сплошная линия соответствует 𝑆0 = Ω0 = −0, 02,

вертикальные штриховые линии разделяют области различных фазовых портретов, вертикальные

сплошные линии 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3 обозначают наступление пересоединения сепаратрис.

5.5.1. Частота оборота жидких частиц вокруг эллиптических особых точек в

стационарном случае

В стационарном случае жидкие частицы движутся по замкнутым траекториям, совпа

дающим с линиями тока соответствующей функции тока. Так как траектории замкнутые,

то можно вычислить частоту оборота по этим траекториям вокруг эллиптических особых

точек. На рис. 5.14 показаны частоты оборота относительно различных эллиптических осо

бых точек. Сплошная линия показывает частоту вращения относительно особых точек, рас

положенных на оси симметрии, а пунктирная линия соответствует частоте оборота вокруг

боковых эллиптических точек.

5.5.2. Пересоединение сепаратрис

На рис. 5.12 показаны возможные фазовые портреты системы (5.72) с двумя и тремя

сепаратрисами движения. Сепаратрисы разделяют фазовое пространство на области с каче

ственно различным типом движения. Наличие нескольких сепаратрис приводит к появлению

интересно феномена - пересоединение сепаратрис [173, 262, 484–487].

Типичное пересоединение сепаратрис включает три этапа. Сначала две сепаратрисы

приближаются друг к другу по мере изменения параметров. Далее две сепаратрисы слива

ются в одну с более сложной структурой. После этого одна сепаратриса опять разделяется

на две с другой топологической структурой.

Условие на пересоединение сепаратрис может быть получено следующим образом. За
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Рис. 5.14. Сплошная линия показывает частоту оборота относительно особых точек, расположенных

на оси симметрии. Пунктирная линия соответствует частоте оборота вокруг боковых эллиптических

точек. Зависимости соответствуют фазовым портретам a) I, b) II, c) III, d) IV.
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Рис. 5.15. Пересоединение сепаратрис. Фрагменты 1 соответствуют фазовым портретам до пересо

единения. Фрагменты 2 – объединение двух сепаратрис в одну. Фрагменты 3 – разъединение на две

сепаратрисы с другой структурой. Символы a, b, c в заголовках соответствуют пересоединениям

𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, соответственно.

пишем значение функции тока в момент, когда существует одна сепаратриса 𝜓𝑠𝑖

𝜓𝑠𝑖 = 𝑆0 (�̃�𝑖 − 𝑦𝑖) + Ω0 (�̃�𝑖 + 𝑦𝑖) +
2∑︁

𝛼=1

𝜇𝛼
2

log
(︀
(�̃�𝑖 − 𝑥𝛼)2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝛼)2

)︀
, (5.79)

где �̃�𝑖, 𝑦𝑖 зависят явно от значений параметров 𝑆0 и Ω0 посредством системы (5.73). Равенство

𝜓𝑠𝑖 = 𝜓𝑠𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗 (5.80)

дает условие на 𝑆0 и Ω0 при пересоединение сепаратрисы 𝑖 и 𝑗.

На рис. 5.15 изображены фазовые портреты до, во время и после пересоединения се

паратрис. Рисунки 5.15a1,2,3 соответствуют 𝑅1; рис. 5.15b1,2,3 – 𝑅2; рис. 5.15c1,2,3 – 𝑅3.

Сепаратрисы 2 и 3 принимают участие в пересоединении 𝑅1; сепаратрисы 1 и 3 в 𝑅2 и

сепаратрисы 2 и 3 в 𝑅3.



123

Рис. 5.16. Сечения Пуанкаре в окрестности пересоединения 𝑅2 при 𝛿 = 0, 03: a) 𝑆0 = −0, 007,

𝜔𝛿 = 3, 8157× 10−2, b) 𝑆0 = −0, 00593, 𝜔𝛿 = 3, 6537× 10−2, c) 𝑆0 = −0, 00522, 𝜔𝛿 = 3, 5134× 10−2.

5.5.3. Хаотический перенос жидких частиц

Существует большое количество работ, посвященных изучению нерегулярного переноса

жидких частиц в гидродинамических и геофизических приложениях [36, 37, 103, 176, 214, 261,

262, 280, 283, 319, 349, 360, 395, 488–498] В случае малых амплитуд возмущения возможны

аналитические оценки для простых потоков (см. [205, 206, 319, 371, 395, 499]). В случае

конечных амплитуд возмущений можно использовать качественные методы, основанные на

критерии перекрытия нелинейных резонансов [267, 391, 392].

Возмутим систему, описывающую движение жидких частиц, (5.72) путем смещения вих

рей из положений равновесия на расстояние 𝛿 вдоль вертикальной оси симметрии. Вихри

начнут движение по замкнутым траекториям с частотой 𝜔𝛿, зависящей от 𝛿 (зависимость

данной частоты от 𝛿 изображена рис. 5.4а). Отсюда 𝑥1 ≡ 𝑥1 (𝑡), 𝑦1 ≡ 𝑦1 (𝑡), 𝑥2 ≡ 𝑥2 (𝑡),

𝑦2 ≡ 𝑦2 (𝑡), тогда система (5.72) будет системой с 1, 5 степенями свободы, что допускает

появление нерегулярных траекторий движения жидких частиц.

Для качественной оценки нерегулярной адвекции жидких частиц, удобно воспользовать

ся методом сечений Пуанкаре.

На рис. 5.16 изображены сечения Пуанкаре в окрестности пересоединения сепаратрис.

На рис. 5.16a приведено сечения при 𝑆0 = −0, 007. Отчетливо видны два отдельных стоха

стических слоя. По мере приближения системы к условию пересоединения (𝑆0 = −0, 00593),

стохастические слои сливаются (см. рис. 5.16b). Далее по мере изменения 𝑆0 (𝑆0 = −0, 00522),

стохастические слои снова отделены друг от друга (рис. 5.16в).

С увеличением возмущения, ширина стохастического слоя также увеличивается [500–

502]. В результате область, в окрестности которой начинается пересоединение сепаратрисных

слоев, значительно расширяется.

При фиксированном отклонении вихрей от положений равновесия 𝛿 область, занятая

нерегулярным переносом, больше в случае преобладания вращения над сдвигом (𝑆0 ≪ Ω0).
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Рис. 5.17. Сечения Пуанкаре системы при 𝛿 = 0, 3: a) 𝑆0 = −0, 014, 𝜔𝛿 = 3, 66599 × 10−2, b) 𝑆0 =

−0, 01, 𝜔𝛿 = 3, 9991× 10−2, c) 𝑆0 = −0, 005, 𝜔𝛿 = 3, 4593× 10−2, d) 𝑆0 = −0, 001, 𝜔𝛿 = 1, 7219× 10−2.

Жирные линии соответствуют положению сепаратрис в невозмущенном случае.

И, наоборот, область нерегулярности меньше при 𝑆0 ∼ Ω0. Это связано с тем, что сепаратрис

ные слои располагаются значительно ближе друг к другу в случае преобладания вращения,

т.е. 𝑆0 ∼ 0. Поэтому они начинают сливаться при меньших значениях амплитуды возмуще

ния. На рис. 5.17a показан фазовый портрет возмущенной системы при 𝑆0 ∼ Ω0. Видно, что

сепаратрисные слои явно отделены друг от друга. На рис. 5.17b оба слоя сливаются в один.

На рис. 5.17c показан завершающий этап формирования стохастического моря из всех трех

стохастических слоев при наличии доминантного вращения (𝑆0 ≪ Ω0).

Для оценки эффективности хаотического переноса для различных значений отклонения

𝛿, удобно использовать лагранжевы характеристики. То есть, такие характеристики, которые

отслеживают поведение траектории на протяжении всего времени интегрирования. В данной

задаче удобно использовать накопленные показатели Ляпунова [489, 503]. Так как система

закрытая и все траектории локализованы в пространстве, счет продолжается до тех пор пока

показатель не перестанет меняться. Если бы система была открытой, то достаточно было бы

посчитать показатель до момента выхода траектории из локализованной области [321, 339].

Начальное время интегрирования 21̇04. Если за это время показатель стал стационарным,
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Рис. 5.18. a) накопленные показатели Ляпунова регулярных и хаотических траекторий в зависи

мости от времени накопления. Показатель для регулярных траекторий выходит на стационарное

значение достаточно быстро, для хаотических, наоборот, нет стационарного значения. b) доля хао

тических траекторий из общего количества начальных условий, равномерно распределенных внутри

внешней сепаратрисы движения, в зависимости от отклонения 𝛿 вихрей от их положений равновесия

для указанных значений сдвига 𝑆0.

то предполагается, что он соответствует регулярной траектории. Далее счет продолжается

еще на временной интервал 5×103. В случае если показатель меняется незначительно в этот

дополнительный временной интервал, то тогда траектория окончательно считается регуляр

ной. И, наоборот, если показатель траектории начинает меняться на любом из временных

интервалов, то траектория считается хаотической. Отличие регулярных и хаотических тра

екторий продемонстрировано на рис. 5.18a. На рисунке изображены накопленные показатели

Ляпунова для 50 траекторий, с начальными условиями равномерно распределенными на ин

тервале 𝑥 ∈ [3; 5] при 𝑦 = 0 (начальные положения соответствуют линии, изображенной на

рисунке рис. 5.17d) в зависимости от времени накопления. Данный отрезок содержит началь

ные положения как регулярных, так и хаотических траекторий.

Далее, распределим равномерно около 21̇04 маркеров внутри внешней стационарной се

паратрисы. Вычислим накопленный показатель для всех начальных условий и посчитаем до

лю начальных условий, приводящих к хаотическим траекториям, в общем числе начальных

условий. На рис. 5.18b изображены графики данной величины в зависимости от отклоне

ния вихрей от их положений равновесия 𝛿 для указанных значений сдвига 𝑆0 (𝑆0 = −0, 014,

−0, 01, −0, 005, −0, 001). Данные графики подтверждают наблюдение, что хаотизация ста

новится более эффективна для случая большего сдвига. Причиной этого является то, что в

этом случае сепаратрисные стохастические слои сливаются при значительно более слабых

возмущениях.
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Итак, в данном параграфе установлено, что динамика жидких частиц в окрестности

двух точечных вихрей, помещенных в постоянный деформационный поток описывается си

стемой с полутора степенями свободы. Несмотря на то, что внешний поток стационарный,

дополнительная зависимость от времени появляется за счет нестационарного движения вих

рей. То есть, в данном случае возмущение в системе является собственным внутренним ко

лебанием ее составляющих. В результате движение жидких частиц демонстрирует хаотиче

ский характер. Для стационарного случая, т.е. тогда, когда вихри находятся без движения в

своих стационарных точках, проведена классификация всех возможных фазовых портретов

системы. Для нестационарной системы проведен анализ хаотической динамики с использо

ванием сечений Пуанкаре и накопленных показателей Ляпунова. Показано, что хаотизация

становится более эффективной при существенном преобладании вращения над сдвигом по

причине того, что в таком случае сепаратрисные слои сливаются при значительно меньших

возмущениях системы.

Далее рассмотрим адвекцию жидких частиц в случае нестационарного деформационно

го потока.

5.6. Адвекция жидких частиц в системе двух точечных вихрей,

помещенных в переменный внешний деформационный поток,

при параметрической неустойчивости

В данном параграфе рассматривается адвекция жидких частиц, индуцируемая взаимо

действием двух точечных вихрей в осциллирующем деформационном потоке. Итак, рассмот

рим систему (5.4), описывающую динамику двух точечных вихрей произвольных интенсив

ностей 𝜇1 и 𝜇2, помещенных в переменный деформационный поток, состоящий из компонент

сдвига 𝑆 и вращения Ω (5.3). Как было установлено в параграфе 5.2, центр завихренности

такой системы может испытывать параметрическую неустойчивость, в результате которой

вся вихревая система, как единое целое, будет двигаться в ограниченной или неограниченной

областях. В то же время, результаты, касающейся движения центра завихренности, ничего

не говорят о динамике собственно вихрей и переносимой вместе с ними жидкости. Таким

образом, в данном параграфе будет изучаться система уравнений (5.4), с помощью которой

вычисляются траектории вихрей, а также система (5.72), которая описывает движение жид

ких пассивных частиц, индуцируемое двумя вихрями и колебательным деформационным

потоком.

Итак, рассмотрим случай параметрической неустойчивости центра завихренности такой
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системы. Центр завихренности перемещается по спиралевидным траекториям в неограни

ченной области. Параметры, соответствующие параметрической неустойчивости, например,

Ω0 = −0, 02, 𝑆0 = −0, 01, 𝜀 = 0, 5, 𝜈 = 0, 07. Начальные положения вихрей: 𝑥1 (0) = 0,

𝑦1 (0) = −3, 𝑥2 (0) = 1, 𝑦2 (0) = 0, 5. Для сравнения со случаем локализованного движе

ния (отсутствие параметрического резонанса) выберем частоту колебаний внешнего потока

𝜈 = 0.1. Оценка области параметрической неустойчивости 5.23 показывает, что появление

или отсутствие параметрического резонанса зависит только от параметров деформационно

го потока и не зависит от интенсивности или начального положения вихрей в данном потоке.

Поэтому во всех дальнейших вычислениях используются одни и те же начальные положения.

Чтобы продемонстрировать отличие адвекции жидких частиц для различных комбинаций

знаков вихрей, будем использовать 4 набора интенсивностей 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 2, 𝜇1 = −1, 𝜇2 = −2,

𝜇1 = 1, 𝜇2 = −2, и 𝜇1 = −1, 𝜇2 = 2.

В случае вихрей одного знака, они локально вращаются вокруг центра завихренности,

находящегося между данными вихрями. Если знаки интенсивностей различны, то вихри

вращаются вокруг центра завихренности, лежащего за пределами отрезка, соединяющего

центры вихрей. Изменение знаков двух вихрей на противоположные приводит к разному

направлению вращения системы.

На рис. 5.19 изображены траектории движения вихрей и центра завихренности (5.5)

для обозначенных начальных условий и частоты колебаний сдвига 𝜈 = 0, 07. Здесь и далее,

жирная линия показывает траекторию движения центра завихренности. На рис. 5.19a,b,c,d

изображены траектории двух вихрей с интенсивностями (a) 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 2, (b) 𝜇1 = −1,

𝜇2 = −2, (c) 𝜇1 = 1, 𝜇2 = −2, (d) 𝜇1 = −1, 𝜇2 = 2.

На рис. 5.20 изображены аналогичные траектории, однако соответствующие локали

зованному движению при частоте колебаний деформационного потока 𝜈 = 0, 1, вне зоны

параметрической неустойчивости. Сравнивая рис. 5.19 и 5.20, видно, что траектории центра

завихренности значительно меняются от почти периодического (см. рис. 5.20) до существенно

непериодического типа движения (см. рис. 5.19).

На рис. 5.19 – 5.20 b,d изображены случаи, соответствующие движению двух вихрей,

в основном, совпадающем с общим направлением вращения, которое задается внешним па

раметром Ω. В результате этого достигается увеличение скорости перемещения вихревой

системы, и, следовательно, большее расстояние, пройденное вихрями. Это наблюдение так

же подтверждается наличием тенденции к большему расстоянию между самопересечениями

траекторий движения вихрей в случае сонаправленного вращения (см. рис. 5.19–5.20 a,c и

рис. 5.19–5.20 b,d).
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Рис. 5.19. Неограниченное движение двух точечных вихрей в следствии параметрического резо

нанса. Жирная линия – траектория центра завихренности. Значения параметров Ω0 = −0, 02,

𝑆0 = −0, 01, 𝜀 = 0, 5, 𝜈 = 0, 07, начальные положения вихрей 𝑥1 (0) = 0, 𝑦1 (0) = −3, 𝑥2 (0) = 1,

𝑦2 (0) = 0, 5; (a) 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 2, (b) 𝜇1 = −1, 𝜇2 = −2, (c) 𝜇1 = 1, 𝜇2 = −2, (d) 𝜇1 = −1, 𝜇2 = 2.

Далее будем рассматривать динамику жидких частиц, индуцируемую таким движением

вихрей.

5.6.1. Экспоненциальная расходимость траекторий жидких частиц

Так как рассматривается переменный внешний поток, то помимо возмущения от дви

жения вихрей движение жидких частиц так же возмущается колебаниями внешнего пото

ка. В результате, наблюдается непериодическое возмущение динамики жидких частиц, что

делает невозможным применение метода сечений Пуанкаре для анализа регулярной и нере

гулярной динамики. Поэтому основным средством исследования будут накопленные пока

затели Ляпунова, вычисленные по локальному изменению в значении тензора Коши–Грина

[36, 38, 40, 94, 96, 355, 358, 418, 497, 498, 504–510]. Данная характеристика показывает на

сколько сильно локально растягивается бесконечно-малый элемент среды за некоторое мало

время. В областях с хаотической динамикой, такое расхождение будет значительно отли

чаться от расхождения в областях с регулярной динамикой. Эта характеристика является
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Рис. 5.20. Ограниченное движение двух вихрей в колебательном деформационном потоке. Жирная

линия – траектория движения центра завихренности. Для тех же значений параметров, что и рис.

5.19 за исключением 𝜈 = 0, 1.

"лагранжевой то есть она отслеживает изменение свойств вдоль траекторий на некотором

временном интервале, что является преимуществом перед анализом изменений поля скоро

сти в некоторой локализованной области.

На рис. 5.21, 5.22 изображены поля накопленных показателей, соответствующие траек

ториям вихрей с рис. 5.19, 5.20, соответственно. На рис. 5.21 изображено нелокализованное

движение, а на рис. 5.22 – локализованное. Увеличенные области в окрестности вихрей при

ведены на вставках. Более темный цвет соответствует более высоким значениям показателей

Ляпунова. Соответственно темные области указывают на траектории, чувствительные к ма

лым возмущениям. А светлые области соответствуют почти регулярному предсказуемому

поведению.

Так как фон на рис. 5.22 заметно более светлый по сравнению с рис. 5.21, можно за

ключить, что в результате параметрической неустойчивости общая степень неустойчивости

движения жидких частиц значительно возрастает. Так же заметно, что в случае параметри

ческой неустойчивости, более темные области имеют тенденцию к вытягиванию вдоль оси

сдвига внешнего потока. В результате, областей регулярного движения, окруженных устой
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Рис. 5.21. Поле накопленных показателей Ляпунова для жидких частиц, соответствующее нелокали

зованным вихревым траекториям с рис. 5.19. Более темный цвет соответствует более интенсивному

перемешиванию. Вставки показывают увеличенную область в непосредственной близости от вихря.

чивыми многообразиями практически не возникает [351]. Это различие хорошо видно на рис.

5.21a. Для сравнения приведен рис. 5.22a с обширной регулярной областью. Та же тенденция

видна для рис. 5.21–5.22 b,c,d, хотя и с определенными изменениями в форме инвариантных

кривых, огибающих регулярные области. Несмотря на то, что глобальная структура пере

носа жидких частиц достаточно различна, в окрестности самих вихрей картины переноса

имеют много общего для режимов ограниченного и неограниченного движения. В тоже вр

мея хорошо видна разница, характеризуемая направлением вращения самих вихрей.

5.6.2. Эволюция ансамбля жидких частиц

Поле накопленных показателей Ляпунова обнаруживает области качественно разной

динамики движения жидких частиц. Далее, проследим эволюцию ансамбля жидких частиц

во времени. Сильная дисперсия в таком случае будет свидетельствовать в пользу эффектив

ной хаотической адвекции. Проведем следующий численный эксперимент. Расположим ∼ 104

трассеров равномерно в окружности радиуса 𝑟 = 60, которая полностью охватывает всю об

ласть перемешивания. Далее, вычислим стандартное отклонение 𝜎𝑟 расстояния от текущего
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Рис. 5.22. Поле накопленных показателей Ляпунова для жидких частиц, соответствующее локали

зованным вихревым траекториям с рис. 5.20.

положения маркера до начала координат. Результаты вычислений приведены на рис. 5.23.

Рисунок 5.23a изображен в логарифмическом масштабе. Видно, что стандартное отклоне

ние демонстрирует экспоненциальный рост, т.е. любой ансамбль жидких частиц испытывает

экспоненциальное растяжение. На рис. 5.23b, наоборот, приведен случай ограниченного зна

чения стандартного отклонения, что соответствует локализованной динамике.

Основываясь на рис. 5.23a можно утверждать, что статистически для большого количе

ства трассеров, система эволюционирует практически идентично для любых значений интен

сивностей вихрей. То есть, эволюция жидких частиц в таком случае в основном определяется

крупно-масштабным внешним потоком. Однако, в окрестности непосредственного вихревого

взаимодействия картины переноса и перемешивания жидкости будут отличаться.
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Рис. 5.23. Стандартное отклонение 𝜎𝑟 для ∼ 104 трассеров, изначально равномерно распределен

ных внутри окружности, в зависимости от времени. Кривые соответствуют различным значениям

интенсивности вихрей. (a) нелокализованное движение (в логарифмическом масштабе). Все четыре

кривые сливаются в одну. На вставке изображена увеличенная область; (b) локализованное движе

ние.

5.7. Глобальная хаотизация движения жидких частиц в системе

двух точечных вихрей, помещенных в двухслойный постоянный

деформационный поток

В предыдущих параграфах данной главы, в основном, рассматривались баротропные

вихревые системы, однако так же полезно изучать многослойные бароклинные конфигура

ции. Исследование двух- и трехслойных моделей позволяет получить общие представления о

вихревых взаимодействиях в геофизических потоках с ярко-выраженными устойчивыми сло

ями, вызванными, например, наличием выделенного термоклина [65, 126, 130, 137, 156, 255,

338, 511–521]. Итак рассмотрим систему двух точечных вихрей, располагающихся в нижнем

слое двухслойного геострофического потока [104, 105, 119–121, 126–129, 134, 135, 139, 140,

218, 229, 342, 440, 440, 522–524]. C учетом того, что рассматривается несжимаемый невязкий

квази-геострофический поток на 𝑓 – плоскости, потенциальная завихренность 𝑞𝛼 сохраняется

в каждом слое 𝛼 = 1, 2,
𝐷𝛼𝑞𝑡
𝐷𝑡

= 0 (5.81)

где

𝑞1 = ∆𝜓1 +
𝑓

𝐻1

𝜁 + 4Ω, 𝑞2 = ∆𝜓2 −
𝑓

𝐻2

𝜁 + 4Ω, (5.82)

а 𝜓𝛼 – функция тока в слое 𝛼 глубины 𝐻𝛼 и плотности 𝜌𝛼, 𝑓 – потосянный параметр Корио

лиса, 𝜁 = 𝑓
𝑔*

(𝜓2 − 𝜓1) – возмущение границы раздела слоев и 𝑔* = 𝑔 (𝜌2−𝜌1)
𝜌2

– редуцированное

ускорение свободного падения.
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Функция тока 𝜓𝑖 может быть представлена в виде комбинации двух вспомогательных

функций: баротропной компоненты Ψ и бароклинной Ψ′ [119, 253, 314, 525]

𝜓1 = 𝜓𝑑 +
Ψ

𝐻
− 𝐻2

𝐻
Ψ′, 𝜓2 = 𝜓𝑑 +

Ψ

𝐻
+
𝐻1

𝐻
Ψ′, (5.83)

где

∆Ψ = 𝐻1𝑞1 +𝐻2𝑞2, ∆Ψ′ − 𝑘21Ψ′ = 𝑞2 − 𝑞1, (5.84)

где 𝑘1 = 1
𝐿𝐷

= 𝑓
(︁

𝐻
𝑔*𝐻1𝐻2

)︁1/2
, 𝐿𝐷 – внутренний радиус деформации Россби, 𝐻 = 𝐻1 + 𝐻2 –

полная глубина.

Введем теперь в нижний слой вихревые возмущения в виде точечных вихрей с интен

сивностями 𝜇1 и 𝜇2, тогда

𝑞1 = 0, 𝑞2 = 𝑓𝐿2
0

2∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝛿 (𝑥− 𝑥𝑖) 𝛿 (𝑦 − 𝑦𝑖), (5.85)

где 𝛿 (·) – дельта-функция Дирака, 𝑥, 𝑦 – декартовы координаты, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 – положения 𝑖–го

вихря и 𝐿0 – нормализующий параметр. Тогда

∆Ψ = 𝐻2

2∑︁
𝑖=1

𝑓𝜇𝑖𝐿
2
0𝛿 (𝑥− 𝑥𝑖) 𝛿 (𝑦 − 𝑦𝑖),

∆Ψ′ − 𝑘21Ψ′ =
2∑︁
𝑖=1

𝑓𝜇𝑖𝐿
2
0𝛿 (𝑥− 𝑥𝑖) 𝛿 (𝑦 − 𝑦𝑖). (5.86)

Отсюда

Ψ = 𝐻2

2∑︁
𝑖=1

𝑓𝜇𝑖
𝑘20

log (𝑘0 |r− r𝑖|),

Ψ′ =
2∑︁
𝑖=1

𝑓𝜇𝑖
𝑘20

𝐾0 (𝑘1 |r− r𝑖|), (5.87)

где 𝑘0 = 1
𝐿0

, r = (𝑥, 𝑦) , r𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) и 𝐾0 (·) , 𝐾1 (·) – модифицированные функции Бесселя.

Добавим к системе внешний постоянный деформационный поток с сдвигом 𝑆0 и вра

щением Ω0 вида (5.2). Тогда, с учетом геострофическиех соотношений, получаем уравнения

движения для любой точки в слоях

𝑑𝑥𝛼

𝑑𝑡
= −𝜕𝜓𝛼

𝜕𝑦
= 2𝑦𝛼 (𝑆0 − Ω0) −

𝑓

𝐻

2∑︁
𝑖=1

(𝑦𝛼 − 𝑦𝑖)𝜇𝑖
𝑅𝛼
𝑖 𝑘

2
0

[︂
𝐻2

𝑅𝛼
𝑖

+ (−1)2−𝛼𝑘1𝐻3−𝛼𝐾1 (𝑘1𝑅
𝛼
𝑖 )

]︂
,

𝑑𝑦𝛼

𝑑𝑡
=
𝜕𝜓𝛼
𝜕𝑥

= 2𝑥𝛼 (𝑆0 + Ω0) +
𝑓

𝐻

2∑︁
𝑖=1

(𝑥𝛼 − 𝑥𝑖)𝜇𝑖
𝑅𝛼
𝑖 𝑘

2
0

[︂
𝐻2

𝑅𝛼
𝑖

+ (−1)2−𝛼𝑘1𝐻3−𝛼𝐾1 (𝑘1𝑅
𝛼
𝑖 )

]︂
,(5.88)

где 𝛼 = 1, 2 соответствует номеру слоя, 𝑖 = 1, 2 нумерует вихри в нижнем слое и 𝑅𝛼
𝑖 =(︀

(𝑥𝛼 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦𝛼 − 𝑦𝑖)

2)︀1/2. Данная система является системой нелинейных дифференциаль

ных уравнений для жидких частиц в поле скорости, индуцируемом двумя точечными вихря

ми в нижнем слое.
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Обезразмерим данные выражения

(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑟, 𝑅𝑖, 𝑎, ℎ,𝐻,𝐻𝑖) = 𝑘−1
1 (𝑥, 𝑦, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑟, 𝑅𝑖, 𝑎, ℎ,𝐻,𝐻𝑖)

*,

𝑡 = 𝑓−1𝑡*.

Опуская звездочки, получаем

𝑑𝑥𝛼

𝑑𝑡
= 2𝑦𝛼 (𝑆0 − Ω0) −

1

𝐻
𝛾2

2∑︁
𝑖=1

(𝑦𝛼 − 𝑦𝑖)𝜇𝑖
𝑅𝛼
𝑖

[︂
𝐻2

𝑅𝛼
𝑖

+ (−1)2−𝛼𝐻3−𝛼𝐾1 (𝑅𝛼
𝑖 )

]︂
,

𝑑𝑦𝛼

𝑑𝑡
= 2𝑥𝛼 (𝑆0 + Ω0) +

1

𝐻
𝛾2

2∑︁
𝑖=1

(𝑥𝛼 − 𝑥𝑖)𝜇𝑖
𝑅𝛼
𝑖

[︂
𝐻2

𝑅𝛼
𝑖

+ (−1)2−𝛼𝐻3−𝛼𝐾1 (𝑅𝛼
𝑖 )

]︂
, (5.89)

где 𝛾 = 𝑘1
𝑘0

= 𝐿0

𝐿𝐷
– обратно пропорциональна внутреннему радиусу деформации Россби. Так

же переобозначим 𝜇*
𝑖 = 𝛾2𝜇𝑖 и снова опустим звездочку.

Рассматриваемая конфигурация с двумя вихрями в нижнем слое интересна тем, что

данные вихри индуцируют переменное поле скорости не только в нижнем слое, но и в верх

нем. В нижнем же слое перенос жидких частиц полностью аналогичен рассмотренному в

баротропной постановке в параграфе 5.5.

Используя (5.89), получаем уравнения движения жидкой частицы в верхнем слое ( ин

декс 𝛼 = 1 далее опускается)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑦 (𝑆0 − Ω0) −

𝐻2

𝐻

2∑︁
𝑖=1

(𝑦 − 𝑦𝑖)𝜇𝑖
𝑅𝑖

[︂
1

𝑅𝑖

−𝐾1 (𝑅𝑖)

]︂
,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑥 (𝑆0 + Ω0) +

𝐻2

𝐻

2∑︁
𝑖=1

(𝑥− 𝑥𝑖)𝜇𝑖
𝑅𝑖

[︂
1

𝑅𝑖

−𝐾1 (𝑅𝑖)

]︂
. (5.90)

Подставляя соответствующие координаты вихрей в уравнения (5.89) и исключая само

индукцию, получаем уравнения движения самих вихрей, аналогичные баротропному случаю

(5.4)

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 2𝑦𝑖 (𝑆0 − Ω0) −
1

𝐻

𝜇3−𝑖

𝑟12
(𝑦𝑖 − 𝑦3−𝑖)

[︂
𝐻2

𝑟12
+𝐻1𝐾1 (𝑟12)

]︂
,

𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

= 2𝑥𝑖 (𝑆0 + Ω0) +
1

𝐻

𝜇3−𝑖

𝑟12
(𝑥𝑖 − 𝑥3−𝑖)

[︂
𝐻2

𝑟12
+𝐻1𝐾1 (𝑟12)

]︂
, (5.91)

где 𝑟12 =
(︀
(𝑥1 − 𝑥2)

2 + (𝑦1 − 𝑦2)
2)︀1/2.

5.7.1. Траектории вихрей

Движение самих вихрей полностью аналогична баротропному случаю, рассмотренному

ранее. Действительно, так как вихри располагаются в одном слое, то они взаимодействуют
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между собой так же, как и в баротропном случае [104, 119], что приводит к тому, что ско

рость вращения вихрей вокруг центра завихренности бесконечно увеличивается по мере их

приближения друг к другу, т.е. 1
𝑟12

+𝐾1 (𝑟12) ∼ 1
𝑟12

при 𝑟12 → 0.

Как и в баротропном случае, ограниченное движение возможно при Ω2
0 > 𝑆2

0 . Иначе

вихри разлетятся по гиперболическим траекториям. Все дальнейшие вычисления проведены

для случая 𝐻1 = 𝐻2 и 𝜇1 = 𝜇2.

Если вращение Ω0 и сдвиг 𝑆0 постоянны, то вихри движутся регулярно в соответствии

с фазовым портретом и частотами оборота с рис. 5.4.

Положения особых точек вычисляются стандартным способом – приравниванием (5.91)

нулю. Положения особых точек на оси 𝑦 удовлетворяют выражению

2 (𝑆0 − Ω0) 𝑦 = 𝜇2
1

𝐻

(︂
𝐻1

𝜇𝑦
+𝐻2𝐾1 (𝜇𝑦)

)︂
, (5.92)

где 𝜇 =
(︁

1 + 𝜇1
𝜇2

)︁
и с учетом симметрии

𝜇1𝑥1 + 𝜇2𝑥2 = 0,

𝜇1𝑦1 + 𝜇2𝑦2 = 0,

𝜇1𝑟1 = 𝜇2𝑟2,

𝑟12 = 𝜇𝑟1. (5.93)

Далее помещаем вихри в их точки равновесия. После этого, отклоняем вихри от их поло

жения равновесия вдоль оси 𝑦 и вычисляем частотную зависимость, аналогичную рис. 5.4b.

Хотя точная частота считается численно, можно вычислить нулевую частоту колебаний, т.е.

частоту колебаний вихря, при его бесконечно малом отклонении от положения равновесия.

Разложим выражения (5.91) в ряд Тейлора до линейных членов в окрестности эллиптической

точки
(︁

0, 𝑦
(0)
1

)︁
по малому отклонению 𝑥1 ≈ 𝑥

(0)
1 + �̃�1, 𝑦1 ≈ 𝑦

(0)
1 + 𝑦1,

𝑑�̃�

𝑑𝑡
≈ 1

𝐻

𝜇2

𝑟
(0)
1

{︃
2
𝐻2

𝑟
(0)
1 𝜇

+𝐻1𝐾1

(︁
𝑟
(0)
1 𝜇
)︁
−𝐻1𝐾1

′
(︁
𝑟
(0)
1 𝜇
)︁
𝜇𝑟

(0)
1

}︃
𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
≈

[︃
2 (𝑆 + Ω) +

1

𝐻

𝜇2

𝑟
(0)
1

[︃
𝐻2

𝑟
(0)
1 𝜇

+𝐻1𝐾1

(︁
𝑟
(0)
1 𝜇
)︁]︃]︃

�̃�, (5.94)

где 𝑟(0)1 =
(︁
𝑥
(0)
1 + 𝑦

(0)
1

)︁1/2
.

С учетом 𝑥
(0)
1 = 0, 𝐾1

′
(︁
𝑟
(0)
1 𝜇
)︁

= −𝐾0

(︁
𝑟
(0)
1 𝜇
)︁
− 1

𝜇𝑟
(0)
1

𝐾1

(︁
𝑟
(0)
1 𝜇
)︁

и (5.92), получаем

𝑑�̃�

𝑑𝑡
=

{︂
4 (𝑆 − Ω) +

𝐻1

𝐻
𝜇2𝜇𝐾0

(︁
𝑟
(0)
1 𝜇
)︁}︂

𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 4𝑆�̃�. (5.95)
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Собственные числа матрицы Якоби имеют вид

𝜆2 = −𝜔2
𝛿 = −4𝑆

{︂
4 (𝑆 − Ω) +

𝐻1

𝐻
𝜇2𝜇𝐾0

(︁
𝑟
(0)
1 𝜇
)︁}︂

, (5.96)

где 𝜔𝛿 – искомая собственная частота колебаний вихря вокруг эллиптической особой точки.

После отклонения от положения равновесия, вихри движутся периодически тем самым

размешивая окружающие жидкие частицы. Рассмотрим динамику жидких частиц подроб

ней.

5.7.2. Типичные фазовые портреты

В отличие от баротропного случая, в верхнем слое нет сингулярных точек, так как

вихри располагаются в нижнем слое и индуцируют только регулярное поле в верхнем слое.

Это видно из системы (5.90), так как 1
𝑅𝑖

−𝐾1 (𝑅𝑖) ∼ 0 при 𝑅𝑖 → 0.

Когда вихри находятся в своих положениях равновесия, они индуцируют стационарное

поле скорости. В этом случае можно построить фазовые портреты для движения жидких

частиц. Количество особых точек зависит от значений сдвига и вращения.

Информация о стационарных фазовых портретах важна для определения положений

гиперболических точек и, проходящих через них сепаратрис. При возмущении, именно в

окрестности сепаратрис в первую очередь зарождается хаотическая динамика.На рис. 5.24

приведены типичные стационарные фазовые портреты для вихрей одинаковых интенсивно

стей 𝜇1 = 𝜇2 = 0, 3.

Далее для анализа появляющейся хаотической динамики потребуется вычислить ча

стоты обращения жидких частиц вокргу соответствующих эллиптических особых точек в

стационарном случае. Такую частоту будем называть собственной частотой вращения жид

ких частиц. На рис. 5.25 представлены эти собственные частоты, соответствующие фазовым

портретам с рис. 5.24. Фазовые портреты с рис. 5.24 бывают трех типов. Отличие заключает

ся в количестве и наборе особых очек. Как и прежде, достаточно определить тип трех точек,

лежащих на вертикальной оси симметрии. Выражение для их нахождения имеет вид

2 (𝑆 − Ω) 𝑦0 =
𝐻2

𝐻
𝜇1

(𝑦0 − 𝑦01)

𝑅
(0)
1

[︃
1

𝑅
(0)
1

−𝐾1

(︁
𝑅

(0)
1

)︁]︃

+
𝐻2

𝐻
𝜇2

𝑦0 + 𝜇1
𝜇2
𝑦
(0)
1

𝑅
(0)
2

[︃
1

𝑅
(0)
2

−𝐾1

(︁
𝑅
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где 𝑦0 – координата особой точки на оси ординат, 𝑦(0)1 – координата особой точки для вихрей

из выражения (5.92), 𝑅(0)
1 =

⃒⃒⃒
𝑦0 − 𝑦

(0)
1

⃒⃒⃒
и 𝑅(0)

2 =
⃒⃒⃒
𝑦0 + 𝜇1

𝜇2
𝑦
(0)
1

⃒⃒⃒
.
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Рис. 5.24. Фазовые портреты адвекции жидких частиц. Сплошные линии – сепартрисы, точки –

эллиптические особые точки. Параметры: 𝜇1 = 𝜇2 = 0, 3, Ω0 = −0, 02 для разных значений сдвига:

(a) 𝑆0 = −0, 015, (b) 𝑆0 = −0, 007, (c) 𝑆0 = −0, 001.
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Как и для собственной частоты колебаний вихря (5.96), можно получить аналогичную

нулевую частоту собственных колебаний жидкой частицы, используя уравнения (5.90),
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Для дальнейшего анализа воспользуемся упрощенной версией данного выражения, ко

торое действительно только для центральной эллиптической точки при 𝜇1 = 𝜇2 (как на рис.

5.24a),
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(5.99)

Собственная частота, полученная по данному выражению в точности совпадает с собствен

ной частотой колебаний жидкой частицы в центральной особой точке.

Из выражения (5.99) непосредственно следует условие на бифуркацию центральной осо

бой точки (смена типа как на рис. 5.24a,b). По мере уменьшения параметра сдвига |𝑆0| по

отношению к вращению |Ω0|, частота �̃�0 сначала возрастает до локального максимума, а

далее падает до нуля. Такое поведение говорит о том, что между эллиптической точкой и

сепаратрисой возникает траектория с максимальной частотой.

Далее, на основе сравнения собственных частот колебаний вихрей и жидкой частицы,

проанализируем появляющуюся нерегулярную динамику. Из уравнения (5.96) следует, что

собственная частота колебаний вихрей, которая является частотой возмущения для движе

ния жидких частиц, обращается в нуль при 𝑆0 → 0 и 𝑆0 → Ω0. Поэтому, для текущих значе

ний интенсивностей, кривая частоты возмущения имеет один максимум. То есть, возможно

создание возмущения любой частоты от нуля до этого максимума за счет изменения пара

метра 𝑆0, 0 < |𝑆0| < |Ω0|. На рис. 5.25 изображено асимптотическое значение собственной

частоты колебаний в зависимости от сдвига 𝑆0.

Отношение собственных частот колебаний вихрей и жидкой частицы важно для опре

деления положения нелинейных резонансов и, соответствующих им островов устойчивости,

в возмущенном фазовом пространстве [173, 391, 392, 526, 527]. Как видно из рис. 5.24, в
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системе существует 4 типа эллиптических точек. Рассмотрим эллиптические точки, возника

ющие непосредственно над точечными вихрями из нижнего слоя, т.е. 𝑅(0)
𝑖 << 1 в уравнении

(5.98). Максимальная частота собственных колебаний частиц всегда значительно превосхо

дит собственную частоту колебаний вихрей так как функция Бесселя 𝐾0 имеет большие

значения при малых аргументах. Отсюда следует, что резонансы появляются только в очень

узкой окрестности сепаратрисной области, и, следовательно, появляется только очень узкий

стохастический слой.

Теперь рассмотрим динамику жидких частиц в окрестности центральной особой точки.

Из уравнения (5.99) следует, что собственная частота колебаний жидкой частицы стремится

к нулю при 𝑆0 → Ω0 и в некоторой точке на интервале 0 < |𝑆0| < |Ω0|. При 𝑆0 ∼ Ω0 существу

ет интервал, на котором собственная частота колебаний жидких частиц больше собственной

частоты колебаний вихрей, как следствие, возможно появление любого типа нелинейного

резонанса. При уменьшении |𝑆0| собственная частота колебаний жидких частиц становится

меньше, чем собственная частота колебаний вихрей, поэтому хаотическая динамика опреде

ляется резонансом 1 : 2, который появляется на половинной частоте собственных колебаний

вихрей.

Далее проанализируем эффективность появляющейся хаотической динамики, исполь

зуя теорию перекрытия резонансов Чирикова [267] (см. так же [172, 173, 227]).

5.7.3. Глобальная неустойчивость движения жидких частиц

В баротропном случае, рассмотренном ранее, для того, чтобы получить эффективную

хаотизацию возмущенной системы необходимо выбрать параметры близкие к появлению

пересоединения сепаратрис в стационарной системе. В результате слияния сепаратрисных

стохастических слоев, мера хаоса в системе значительно возрастает. Однако, хаотизация в

окрестностях самих точечных вихрей невозможна из-за слишком высоких скоростей оборота

частиц в непосредственной окрестности сингулярного вихря. В рассматриваемой задаче в

верхнем слое не возникает сингулярностей, поэтому можно ожидать хаотизации всего фазо

вого пространства.

После смещения вихрей из положений равновесия, движение жидких частиц начина

ет испытывать периодические возмущения, что приводит к хаотизации некоторых областей.

Для того, чтобы значительная часть траекторий стала хаотическими необходимо специально

подобрать частоту возмущения, которая бы соответствовала наиболее глубокому пересече

нию резонансов в фазовом пространстве. В рассматриваемой задача, частота возмущения
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Рис. 5.25. Зависимости квадратов собственных частот, (5.96), (5.98), (5.99), от сдвига 𝑆0 при

𝜇1 = 𝜇2 = 0, 5, Ω = −0, 02: частота собственных колебаний вихрей, 𝜔2
𝛿 , – сплошная линия, ча

стота собственных колебаний жидких частиц вокруг центральной особой точки, �̃�2
0, – пунктирная

линия, частота собственных колебаний жидких частиц вокруг боковых особых точек, 𝜔2
0 – штрих

пунктирная линия.

появляется естественным образом и может принимать строго ограниченные значения. При

чем при увеличении оклонения начального положения вихрей от их положений равновесия,

частота меняется очень слабо, приобретая вид плато (см. рис. 5.4b).

На рис. 5.25 изображены зависимости квадрата собственной частоты колебаний жид

ких частиц, выражения (5.96), (5.98), (5.99) от сдвига 𝑆0 для интенсивностей 𝜇1 = 𝜇2 = 0, 5

и вращения Ω0 = −0, 02. Из рисунка видно, что при 𝑆0 = Ω0, частоты падают до нуля. При

увеличении |𝑆0| частоты растут до максимума. Частота возмущения 𝜔𝛿 значительно мень

ше, чем собственная частота колебаний жидких частиц в центральной эллиптической точке

�̃�0, и немного меньше, чем частота собственных колебаний жидких частиц вокруг боковых

особых точек 𝜔0. Собственная частота колебаний жидких частиц непосредственно над то

чечными вихрями значительно больше частоты возмущения, что приводит к существенной

регуляризации данной области. Далее рассмотрим совместное влияние данных частот на ин

тенсивность хаотизации фазового пространства. На рис. 5.26–5.29 изображены собственные

частоты колебаний жидких частиц и соответствующие сечения Пуанкаре для конкретных

значений сдвига 𝑆0 и фиксированных 𝜇1 = 𝜇2 = 0, 5, Ω = −0, 02. Для построения всех сече

ний используется частота колебаний вихрей при их отклонении на 𝛿 = 0, 5 от их положений

равновесия вдоль оси 𝑦.

При 𝑆0 = −0, 019, на рис. 5.26 видно, что частотное плато для боковых особых точек

достаточно широкое, что приводит к тому, что траектории с частотами близкими к частоте

возмущения и ее половине находятся рядом с сепаратрисой. В результате, тонкий стохастич

ский слой образуется за счет резонансов 1 : 1 и 1 : 2. Эффект хорошо виден на рис. 5.26b.

Этот случай соответствует минимальной хаотизации фазового пространства.

При 𝑆0 = −0, 016, на рис. 5.27 изображен случай максимальной собственной частоты
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Рис. 5.26. 𝑆0 = −0.019. (a) собственная частота колебаний жидких частиц в зависимости от 𝑦. Только

положительная область 𝑦 > 0. Сплошная и пунктирная прямые указывают частоту возмущения и

ее половину. (b) соответствующее сечение Пуанкаре для жидких частиц верхнего слоя. Начальные

положения вихрей, располагающихся в нижнем слое, обозначены крестами.

колебаний жидких частиц вокруг центральной особой точки. Частотное плато в центральной

области сужается, что приводит к тому, что резонанс отодвигается от сепаратрисной области.

При этом приближается резонанс 1 : 1, который обеспечивает эффективную хаотизацию.

С дальнейшим уменьшением сдвига |𝑆0| частота возмущения превосходит собственную

частоту колебаний жидких частиц как в центральной, так и в боковых особых точках. В

результате, в системе не появляется резонанс 1 : 1 (см. рис. 5.28), при этом резонанс 1 : 2

приближается к сепаратрисной области. В результате эффективность хаотизации определя

ется положением и размером резонанса 1 : 2 во внешней области.

На рис. 5.29 представлен случай, соответствующий гиперболической центральной особой

точке в стационарном случае. Сдвиг в данном случае 𝑆0 = −0, 01. Из-за гиперболичности,

хаотизация в центре легко достигается.

При дальнейшем уменьшении |𝑆0|, собственная частота колебаний жидких частиц так

же уменьшается, что приводит к тому, что внешние резонансы приближаются к сепаратрис

ной области. При 𝑆0 = −0, 0035 на рис. 5.30 изображен фазовый портрет, соответствующий

рис. 5.24c. При этом наборе параметров наблюдается наиболее эффективная хаотизация.
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Рис. 5.27. 𝑆0 = −0.016. (a) то же, что и на рис. 5.26a. (b) сечение Пуанкаре с развитым хаотическим

морем.

Рис. 5.28. 𝑆0 = −0, 014. (a) то же, что и на рис. 5.26a. (b) сечение Пуанкаре с развитым хаотическим

морем без резонанса 1 : 1 в окрестности центральной эллиптической точки.

Рис. 5.29. 𝑆0 = −0, 01. (a) то же, что и на рис. 5.26a. (b) сечение Пуанкаре с развитым хаотическим

морем в центральной гиперболической области.
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Рис. 5.30. 𝑆0 = −0, 0035. (a) то же, что и на рис. 5.26a. (b) сечение Пуанкаре с развитым хаотиче

ским морем в центральной гиперболической области, которое уже поглотило все заметные острова

устойчивости.

5.8. Хаотизация движения жидких частиц в вихревой атмосфере

самораспространяющейся вихревой пары в трехслойном

переменном сдвиговом потоке

В заключительной части данной главы рассмотрим особенный режим двух-вихревой

системы – самодвижущуюся вихревую пару. Такая структура представляет собой два вихря

одинаковых интенсивностей, но противоположного направления вращения. В отсутствии ка

ких-либо ограничений, такая структура перемещается равномерно и прямолинейно на неогра

ниченные расстояния. Важной особенностью такой структуры является то, что в процессе

движения, вся жидкость, находящаяся в непосредственной близости от центров вихрей, пе

реносится вместе с вихрями на значительные расстояния. За счет такого переноса, вода с

определенными характеристиками может быть перенесена в области с совершенно други

ми. В океанографической литературе такие вихревые пары так же называют грибовидными

течениями [528–535]. Множественные экспериментальные данные указывают на эффектив

ные транспортные свойства и высокую устойчивость таких структур [417, 432, 536–541]. Так

же существует большое количество моделей вихревых пар в приложении к геофизической

гидродинамике [542–547].

В отсутствии возмущений жидкие частицы, находящиеся внутри вихревой атмосферы,

остаются в ней постоянно, так же как и частицы во внешней области всегда остаются во внеш

ней области. Однако при наложении на такой диполь внешнего периодического сдвигового

потока, будет наблюдаться перенос жидких частиц из области вихря во внешнюю область и
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наоборот за счет хаотического переноса [173, 350, 352, 548, 549].

Благодаря хаотического переносу, вихревая атмосфера постоянно обновляется за счет

проникновения частиц внешней области внутрь атмосферы и обратно [173, 339]. Общие прин

ципы хаотической адвекции достаточно хорошо изучены, как в случае малых возмущений

[2, 169, 351, 395, 550], так и при конечных возмущениях [5, 171–173]. В этих работах для

оценки размеров области, подверженной хаотическому переносу, используются методы, в ко

торых в качестве нулевого приближения рассматривается стационарное состояние системы.

Таким образом, нестационарное (возмущенное) состояние представляется в виде суперпози

ции соответствующего стационарного состояния и нестационарных колебаний [353, 354].

В рассматриваемой задаче, как будет показано далее, однако, не удается ввести та

кую суперпозицию. Это проявляется в значительном изменении скорости движения и, как

следствие, в значительном изменении размера вихревой атмосферы возмущенного диполя

в зависимости от параметров пульсирующего сдвигового потока (амплитуды и частоты).

В результате, для анализа свойств хаотического переноса в качестве нулевого приближения

необходимо выявить квазистационарное состояние системы, соответствующее данному неста

ционарному. Поиску такого квазистационарного состояния посвящен данный параграф.

5.8.1. Уравнения движения

Рассмотрим невязкий несжимаемый геофизический поток в квазигеострофическом при

ближении трехслойного океана, аналогичном рассмотренному в работах [121, 337]. В среднем

слое движется вихревой диполь, представляющий собой пару сингулярных вихрей с интенсив

ностями 𝜇1 = −𝜇2. Каждый сингулярный вихрь в диполе является зеркальным отражением

другого относительно оси абсцисс, то есть координаты центров вихрей 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥0, 𝑦1 =

−𝑦2 = 𝑦0.

Каждый сингулярный вихрь в диполе является зеркальным отражением другого отно

сительно оси абсцисс. Тогда безразмерные уравнения движения центра этого вихря в декар

товой системе координат имеют вид:

�̇�0 = − 𝜕𝜓2

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥0,𝑦=𝑦0

= −𝑉2 (2𝑦0) ,

�̇�0 =
𝜕𝜓2

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥0,𝑦=𝑦0

= 0, (5.100)

где 𝑉2 (𝜉) = (𝛽1−𝛼1)
𝛾

1
𝜉

+ 𝛼2
(1−𝛽1)
𝛾

𝐾1 (𝜉) + 𝛽2
(𝛼1−1)

𝛾

√︁
𝛽2−1
𝛼2−1

𝐾1

(︁√︁
𝛽2−1
𝛼2−1

𝜉
)︁
, а все коэффициенты сов

падают с аналогичными из Главы 3.
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Рис. 5.31. Линии тока жидких частиц невозмущенного диполя, в связанной с ним подвижной систе

ме координат. Жирная линия - сепаратриса, отделяющая вихревую область от внешней области.

Решение для (5.100) имеет вид

𝑥0 = 𝑥0 (0) − 𝑉2 (2𝑦0 (0)) 𝑡,

𝑦0 = 𝑦0 (0) . (5.101)

В соответствии с (5.101) вихревая пара движется равномерно и прямолинейно со скоростью

𝑊0 = −𝑉2 (2𝑦0 (0)) . (5.102)

На рис. 5.31 приведены линии тока жидких частиц в системе координат, движущейся

вместе с вихревой парой. Жирной линией обозначено положение сепаратрисы, отделяющей

вихревую область (вихревую атмосферу) от внешней области. Траектории частиц в каждый

момент времени совпадают с данными линиями тока.

Теперь рассмотрим динамику жидких частиц в окрестности такой структуры при нало

жении пульсирующего сдвигового потока

𝜓𝐸 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = −�̃�0𝑦 +𝑊1 (𝑡)𝑥𝑦, (5.103)

где𝑊1 = �̃�0𝜀 sin (𝜈𝑡) и 𝜀, 𝜈 амплитуда и частота осциллирующего сдвигового потока. Средняя

скорость движения диполя в таком потоке
⟨
�̃�
⟩
𝑡
≡ �̃�0 отличается от скорости равномерного

прямолинейного движения невозмущенного диполя (5.102) [351, 395, 550].

Ниже представлен анализ изменения характеристик системы в зависимости от величи

ны средней скорости, определяемой параметрами возмущения. Уравнение координат центра
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вихревой пары в системе координат, движущейся со скоростью �̃�0, в таком случае имеют

вид:

�̇�0 = �̃�0 −𝑊1 (𝑡)𝑥0 − 𝑉2 (2𝑦0) ,

�̇�0 = 𝑊1 (𝑡) 𝑦0. (5.104)

Интегрируя (5.104), получаем

𝑥0 = 𝑥0 (0) + 𝑒
𝜀
𝜈
cos(𝜈𝑡)

𝑡∫︁
0

(︁
�̃�0 − 𝑉2

(︀
2𝑒

𝜀
𝜈
(1−cos(𝜈𝜏))

)︀)︁
𝑒

𝜀
𝜈
cos(𝜈𝜏)

𝑑𝜏,

𝑦0 = 𝑦0 (0) 𝑒
𝜀
𝜈
(1−cos(𝜈𝑡)). (5.105)

Средняя скорость движения �̃�0 подвижной системы координат при таком виде возмущения

вычисляется из условия равенства нулю среднего значения 𝑥– компоненты скорости движе

ния центра вихря [351, 395]. Тогда
𝜋/𝜈∫︁
0

(︁
�̃�0 − 𝑉2

(︀
2𝑦0 (0) 𝑒

𝜀
𝜈
(1−cos(𝜈𝜏))

)︀)︁
𝑒

𝜀
𝜈
cos(𝜈𝜏)

𝑑𝜏 = 0,

𝜋�̃�0

𝜈
𝐼0

(︁ 𝜀
𝜈

)︁
=

𝜋/𝜈∫︁
0

𝑉2
(︀
2𝑦0 (0) 𝑒

𝜀
𝜈
(1−cos(𝜈𝜏))

)︀
𝑒

𝜀
𝜈
cos(𝜈𝜏)

𝑑𝜏,

�̃�0 =
𝜈

𝜋𝐼0
(︀
𝜀
𝜈

)︀ 𝜋/𝜈∫︁
0

𝑉2
(︀
2𝑦0 (0) 𝑒

𝜀
𝜈
(1−cos(𝜈𝜏))

)︀
𝑒

𝜀
𝜈
cos(𝜈𝜏)

𝑑𝜏, (5.106)

где 𝐼0 (𝑥) – модифицированная функция Бесселя.

Из выражения (5.106), видно, что средняя скорость потока определяется параметра

ми возмущения: амплитудой 𝜀 и частотой 𝜈. Пусть 𝑥0 (0) = 0 и 𝑦0 (0) = 1. На рис. 5.32a

представлены зависимости �̃�0 от частоты сдвигового потока при фиксированных значениях

амплитуды.

Из рисунка видно, что при наложении такого потока диполь движется значительно мед

леннее, чем в невозмущенном случае (штриховая линия), вплоть до полной остановки. Более

того при определенных параметрах пульсирующий сдвиговой поток может направить диполь

в противоположную по сравнению с невозмущенным случаем сторону. Причем максимальная

скорость движения диполя в противоположную сторону достигается при 𝜀
𝜈

= 1 и равняется̃︁𝑊max ≈ −1, 750433 · 10−2. Аналогичный эффект замедления вихревых пар показан в работах

[551, 552].

С целью показать, что изменение скорости движения диполя в пульсирующем сдвиговом

потоке не является следствием бароклинности модели, на рис. 5.32b представлено такое из

менение скорости диполя в баротропной модели геофизического потока. Такую баротропную
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Рис. 5.32. a) �̃�0 в зависимости от частоты сдвигового потока 𝜈 при фиксированных значениях

амплитуд 0, 01, 0, 05, 0, 1, 0, 3, 0, 5, 1. Штриховая линия - скорость невозмущенного движения диполя

(5.102), b) аналогичная зависимость для баротропной модели.

модель проще всего получить, устремив к нулю скачки плотности в радиусах деформации 𝑘1,

𝑘3, 𝑘21, 𝑘22. В результате обезразмеренное выражение для баротропной функции тока диполя

в пульсирующем сдвиговом потоке примет стандартный вид

𝜓𝑏 = 𝜓𝐸 + 𝑙𝑜𝑔
𝑥2 + (𝑦 − 1)2

𝑥2 + (𝑦 + 1)2
. (5.107)

Средняя скорость распространения вихревой пары равна �̃�0 = 𝑒−𝜀/𝜈

2𝐼0( 𝜀
𝜈 )

.

На рис. 5.32b приведены аналогичные изменения в скорости для баротропного потока.

То есть такое изменение скорости диполя является исключительно следствием наложения

пульсирующего сдвигового потока. Однако также наблюдаются и некоторые отличия между

баротропной и рассматриваемой трехслойной моделью. Как видно из рисунка в трехслойной

модели возможно движение в обратном направлении, в то время как в баротропной модели

скорость диполя изменяется, но она никогда не меняет знак.

Вследствие изменения скорости движения диполя относительно невозмущенного слу

чая изменяется размер области, в которой диполь индуцирует поле скорости. Эта область,

называемая вихревой атмосферой, переносится вместе с диполем на некоторое расстояние,

при этом осуществляется обмен жидкостью между этой атмосферой и внешней областью

посредством хаотического переноса. Изменение размера вихревой атмосферы будет проде

монстрировано далее.
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5.8.2. Изменение размеров вихревой атмосферы в возмущенном случае

Уравнения движения жидкой частицы в подвижной системе координат имеют вид:

�̇� = �̃�0 −𝑊1 (𝑡)𝑥−
{︂

(𝑦 − 𝑦0)

𝑟1
𝑉2 (𝑟1) −

(𝑦 + 𝑦0)

𝑟2
𝑉2 (𝑟2)

}︂
,

�̇� = 𝑊1 (𝑡) 𝑦 + (𝑥− 𝑥0)

{︂
𝑉2 (𝑟1)

𝑟1
− 𝑉2 (𝑟2)

𝑟2

}︂
. (5.108)

Численно интегрируя данную систему уравнений, получаем сечения Пуанкаре, приве

денные на рис. 5.33 для рассмотренных выше значений амплитуды и частоты. Сечение Пу

анкаре 5.33a показывает, что существуют значения амплитуды и частоты возмущенная, при

которых возмущенная и невозмущенная вихревые атмосферы диполя равны по размеру. В

таком случае для оценки хаотического переноса в системе возможно использовать оценки,

полученные с помощью канонической теории возмущений [173, 353, 354, 395].

Однако, из рис. 5.33b,c, видно, что, все еще находясь в пределах малых возмущений

𝜀 = 0, 1, такие оценки использовать нельзя, так как в среднем возмущение перестает быть

пренебрежимо мало, что выражается в значительном замедлении диполя, и, как следствие,

увеличении его вихревой атмосферы.

С увеличением амплитуды размер возмущенной вихревой атмосферы может увеличить

ся в несколько раз (см. рис. 5.33d,e,f,g). Таким образом, в сдвиговом пульсирующем потоке

диполь может переносить объем жидкости в разы превосходящий объем, переносимый само

движущимся невозмущенным диполем. Причем жидкость, переносимая возмущенным дипо

лем, сильно перемешана всюду, кроме устойчивой окрестности сингулярного вихря [3, 5] о

чем также можно судить по представленным сечениям Пуанкаре.

Как уже было сказано, в невозмущенном случае самораспространяющийся диполь пере

носит вместе с собой объем жидкости, содержащийся в его вихревой атмосфере, бесконечное

время. Причем сепаратриса, отделяющая вихревую атмосферу от внешней области, является

непроницаемым барьером. То есть частицы из внешней области не могут попасть в вихре

вую, и наоборот. В случае же наложения пульсирующего сдвигового потока на такой диполь

динамика частиц в системе значительно меняется. Становится возможной ситуация, при

которой частица, изначально находившаяся в вихревой области, через конечное время поки

нет ее. Такое поведение является следствием неинтегрируемости уравнений движения, что

является признаком детерминированного хаоса. Под хаосом понимается экспоненциальная

расходимость изначально близких траекторий за конечное время. В результате сепаратриса,

играющая роль барьера для переноса частиц, разрушается, и становится возможным обмен

жидкими частицами между вихревой атмосферой и внешней областью.
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Рис. 5.33. Сечения Пуанкаре при 𝜀, 𝜈 : a) 0, 01, 0, 165, b) 0, 1, 0, 3145, c) 0, 1, 0, 8, d) 0, 3, 0, 5055, e)

0, 3, 0, 9435, f) 1, 1, 6845, g) 1, 3, 144. Сплошная кривая – сепаратриса невозмущенной системы.
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Как видно из рис. 5.33, диполь в пульсирующем сдвиговом потоке переносит значитель

но больший объем жидкости, по сравнению с простым самораспространяющимся диполем.

Причем некоторые жидкие частицы переносятся на конечных временах, значение которых

зависит от начальных положений частиц. Это явление принято называть хаотическим пере

носом [350, 352].

Оценим эффективность хаотического переноса методом, использовавшимся в [3, 5, 171,

172, 339]. Метод предполагает численный расчет количества жидких частиц, покидающих

вихревую область за конечное время. Причем в качестве начального распределения этих

частиц принимается область, ограниченная невозмущенной сепаратрисой. Однако в данном

случае в связи с тем, что пульсирующий сдвиговый поток меняет структуру вихревой атмо

сферы, для выявления эффективности хаотического транспорта нельзя использовать невоз

мущенную сепаратрису, изображенную на 5.31. Поэтому в качестве начальной области рас

пределения жидких частиц выбирается некая квазисепаратриса, огибающая возмущенную

вихревую атмосферу. Эта возмущенная вихревая атмосфера отчетливо видна на сечениях

Пуанкаре -– область, заполненная неупорядоченными точками. Данная область изначаль

но заполняется порядка 104 маркерами, далее отслеживаются траектории этих маркеров до

тех пор, пока они не покинут вихревую атмосферу. Посчитав долю таких вымытых мар

керов относительно количества маркеров начального заполнения области, имеем величину,

характеризующую эффективность хаотического переноса. Итак, вычисляется следующая ха

рактеристика

𝜂 =
𝑁𝑖

𝑁𝑣

, (5.109)

где 𝑁𝑖 – число маркеров, изначально равномерно распределенных внутри квази-сепаратрисы

и 𝑁𝑣 – чисо маркеров, покидающих данную область за конечное время.

Таким образом, на рис. 5.34 приведены графики зависимости доли вымытых жидких

частиц 𝜂 от частоты возмущения.

Все зависимости рис. 5.34 имеют одну существенную особенность — ярко выраженный

пик при низких частотах. Наличие такого пика связано со значительным замедлением рас

пространения диполя, и, как следствие, со значительным увеличением размеров вихревой

атмосферы по сравнению с невозмущенным случаем. Причем значительная доля частиц в

этой вихревой атмосфере движутся хаотически. С увеличением частоты размер вихревой ат

мосферы диполя приближается к размеру невозмущенного диполя, и кривые зависимостей

доли вымытых маркеров приобретают вид, характерный для сингулярных моделей вихрей

[3, 5, 169]. На этих кривых видно достаточно широкое плато оптимальных для хаотического
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Рис. 5.34. 𝜂 в зависимости от частоты возмущения при фиксированной амплитуде.

переноса частот [3, 5, 103, 172, 398]. С дальнейшим увеличением частоты доля вымытых

маркеров сокращается, то есть наблюдается регуляризация вихревой атмосферы диполя.

Несмотря на то, что все модели, рассмотренные в данной главе являются очень упро

щенными, полученные результаты можно интерпретировать для реальных потоков. Главный

вывод из данного анализа заключается в том, что многие эффекты, наблюдаемые на поверх

ности океана, например, с помощью спутников могут быть индуцированы исключительно

процессам происходящими в глубине.

Результаты данной главы опубликованы в работах [8, 9, 11, 12, 18, 22, 26].
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Глава 6

Модели эллиптических и эллипсоидальных вихрей в

баротропном и линейно-стратифицированном

бароклинном деформационных потоках

Все предыдущие главы, за исключением одной, были посвящены исследованию нелиней

ной динамики взаимодействия сингулярных вихрей между собой и с внешними потоками.

Используя теорию таких вихрей, формулировались различные динамически-согласованные

модели, отождествляемые с мезомасштабной вихревой динамикой океана. Модели сингуляр

ных вихрей очень удобны для описания взаимодействия таких вихрей, при условии, если

можно пренебречь изменением формы вихрей при их эволюции. Это допустимо, если вихри

достаточно изолированны друг от друга, чтобы не начать сливаться между собой. Так же

необходимым условием является высокая степень устойчивости каждого из вихрей, чтобы

можно было не обращать внимание на возмущения формы вихря, которые во многих случаях

могут приводить к нарушению его когерентности.

Чтобы учесть изменения формы границы, но при этом рассматривать модель со все

еще небольшим числом степеней свободы, используется модель эллиптического вихря в ба

ротропном случае [203]. Такой вихрь является обобщением классического вихря Кирхгофа

на случай наличия сдвиговой компоненты во внешнем фоновом потоке. Обобщением двумер

ного эллиптического вихря является эллипсоидальный вихрь, помещенный в бароклинную

жидкость с постоянной частотой плавучести, т.е. линейно стратифицированную жидкость

[452–454, 474, 553]. Чтобы учесть влияние внешних факторов на эволюцию таких вихрей,

в данные модели добавлен внешний деформационный поток, аналогичный рассмотренному

в предыдущей главе. В результате обе модели допускают 4 типа эволюции вихрей – вихри

могут быть в стационарном состоянии, т.е. не менять свою форму и ориентацию с течени

ем времени. Так же существуют два периодических режима: первый – колебания вокруг

оси сдвига скорости, задаваемой внешним потоком, второй – вращение вихря вокруг центра

деформации. Последний тип движения – апериодический – бесконечное вытягивание вих

ря вдоль оси сдвига скорости. Все нестационарные режимы движения вихрей приводят к

изменению характеристик вихрей, эксцентриситета и ориентации, во времени.

Множество авторов рассматривали проблему устойчивости таких вихрей по отношению

к возмущениям эллиптической или эллипсоидальной формы. Так в работах [189, 199–202]
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показано, что при наличии двух или трехмерного возмущения эллиптической формы вих

ря, он становится неустойчивым в случае 𝑎/𝑏 > 3, где 𝑎 и 𝑏 – длины полуосей эллипса. В

то же время, эллипсоидальный вихрь является более устойчивой структурой [213] с усло

вием устойчивости 𝑎/𝑏 > 7 при постоянном значении вертикальной полуоси, где 𝑎 и 𝑏 -–

длины горизонтальных полуосей эллипсоида. Важным следствием данных результатов яв

ляется то, что такие вихри сохраняют очень похожие свойства даже в значительно более

сложных моделях, учитывающих диффузионные и турбулентные воздействия на вихревую

границу. В таких усложнённых численных моделях очень часто появляется эффект филомен

тации когерентного вихря. Мелкие области завихренности отрываются от вихря, уменьшая

его завихренность, тем самым ослабляя его устойчивость. Даже несмотря на появление таких

мелкомасштабных возмущений, условие устойчивости сохраняется практически без измене

ний. Как только вихрь приближается к пороговому значению отношения длин полуосей,

он теряет устойчивость и разрушается на конечное число более мелких устойчивых вихрей

[554–556].

Основное внимание исследователей было сосредоточенно на оценке устойчивости таких

вихрей к малым возмущениям формы вихрей при наличии постоянного внешнего деформаци

онного потока. В то же время, вопрос эволюции вихревой структуры в переменном внешнем

потоке остается слабо изученным. Важное отличие от случая возмущения формы при посто

янном внешнем потоке, при котором динамика вихря всегда остается регулярной, состоит в

том, что в нестационарном внешнем потоке вихрь начинает эволюционировать нерегулярно.

Нерегулярная динамика в данном случае означает, что вихрь начинает переходить из одного

динамического режима в другой хаотическим образом [503, 557]. То есть, несмотря на отсут

ствие каких-либо случайных величин в задаче, фазовые траектории динамики вихря могут

экспоненциально расходиться. Анализу этого эффекта посвящена данная глава.

В первом параграфе данной главы будет рассмотрена модель эллиптического вихря. В

последующих параграфах будет проанализирована модель эллипсоидального вихря.

6.1. Параметрическая неустойчивость эволюции эллиптического

вихря в баротропном деформационном потоке

Модель эллиптических вихрей, помещенных в поток с линейной деформацией являет

ся базовой моделью для оценки устойчивости вихревых структур, наблюдаемых в природе.

Большое количество работ посвящены анализу влияния пространственных возмущений на

форму такого вихря при условии постоянного внешнего потока [189, 199–202, 437–439, 441,
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442, 444]. Важнейший результат анализа заключается в том, что эллиптический вихрь ста

новится неустойчивым по отношению к линейным возмущениям его эллиптической формы,

если удовлетворяется условие 𝑎/𝑏 ≤ 3, где 𝑎 и 𝑏 – длина полуосей вихря.

Интерес представляет вопрос динамики эллиптического вихря, помещенного в перемен

ный деформационный поток. В этом случае, эллиптическая форма самого вихря остается

неизменной, однако его ориентация и эксцентриситет могут меняться непредсказуемым об

разом. В случае малых амплитуд возмущения деформационного потока, можно построить

функцию Мельникова для оценки области нерегулярной динамики [204–206, 213]. В слу

чае медленно изменяющейся частоты возмущения будет наблюдаться эффект авторезонанса

[208]. В работе [205] показано, что при зависимом от времени внешнем потоке, эллиптиче

ский вихрь может выходить из своего стационарного положения, как в колебательный, так и

во вращательный режим. В данном параграфе будет продемонстрировано, что, в случае ма

лых амплитуд возмущения, такой вихрь выходит из стационарного состояния посредством

линейного параметрического резонанса. В случае же конечных амплитуд возмущения, ди

намика вихря в окрестности стационарной конфигурации определяется пересечением серий

нелинейных резонансов.

В данном параграфе будет рассматриваться динамика только самого эллиптического

вихря. Для геофизических приложений, возможно, больший интерес представляет каким

образом такой вихрь воздействует на окружающую его жидкость [214–216]. Эти вопросы

будут рассмотрены в следующих параграфах для бароклинной модели эллипсоидального

вихря.

Как и прежде будем рассматривать невязкую несжимаемую двумерную жидкость. В

жидкости эволюционирует эллиптическое пятно с постоянной потенциальной завихренно

стью 𝑔, на которое действует нестационарный сдвиг скорости 𝑒(𝑡) и внешнее вращение 𝛾(𝑡).

Пятно сохраняет свою начальную эллиптичность с полуосями 𝑎 и 𝑏, 𝜀 = 𝑎/𝑏 и 𝜙 – угол меж

ду главной полуосью 𝑎 и осью абсцисс декартовой системы координат. Уравнения движения

для переменных 𝜀 и 𝜙 имеют вид [203]:

�̇� = 2𝑒𝜀 cos 2𝜙, �̇� = 𝛾 +
𝑔𝜀

(𝜀+ 1)2
− 𝑒

𝜀2 + 1

𝜀2 − 1
sin 2𝜙. (6.1)

Интересно отметить, что положение центра вихря (𝑥0, 𝑦0) определятся с помощью ад

векционных уравнений

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

= 𝑢0 + 𝑒 (𝑥0 − 𝑥𝑑) − 𝛾 (𝑦0 − 𝑦𝑑) ,

𝑑𝑦0
𝑑𝑡

= 𝑣0 − 𝑒 (𝑦0 − 𝑦𝑑) + 𝛾 (𝑥0 − 𝑥𝑑) , (6.2)
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где 𝑢0, 𝑣0 – компоненты скорости произвольного однородного внешнего потока, 𝑥𝑑, 𝑦𝑑 – ко

ординаты постоянного центра деформации. Уравнения (6.2) в точности совпадают с урав

нениями, описывающими динамику центра завихренности множества точечных вихрей 5.34.

Таким образом, при условии нестационарных отличающихся сдвига и вращения внешнего по

тока, центр вихря может испытывать параметрическую неустойчивость, которая приведет к

неограниченному движению вихря от центра деформации. Данный эффект повлияет только

на положение вихря, в то же время относительная динамика формы вихря не изменится.

Далее, без потери общности, положим 𝑔 = 1. Выражения (6.1), таким образом, пред

ставляют собой динамическую систему с полутора степенями свободы [353, 354], если 𝑒(𝑡) и

𝛾(𝑡) явно зависят от времени. Если эти условия выполняются, то эволюция вихря может про

являть черты нерегулярной динамики, которая будет выражаться в непредсказуемой смене

режимов движения вихря. Для начала, рассмотрим стационарную систему 𝑒(𝑡) ≡ 𝑒0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝛾(𝑡) ≡ 𝛾0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Особые точки системы получаются из выражений [201, 203]

𝜙0 = ±𝜋
4
,

𝜀0
3 + 𝜀0

2 (𝛾0 − 𝑒0 sin 2𝜙0 + 1)

(𝛾0 − 𝑒0 sin 2𝜙0)
− 𝜀0

(𝛾0 + 𝑒0 sin 2𝜙0 + 1)

(𝛾0 − 𝑒0 sin 2𝜙0)
− (𝛾0 + 𝑒0 sin 2𝜙0)

(𝛾0 − 𝑒0 sin 2𝜙0)
= 0. (6.3)

Существует несколько качественно различных типов фазовых портретов с различным

количеством и типом особых точек [201]. Часть фазовых портретов имеет эллиптическую

стационарную точку, которая соответствует неподвижному вихрю. Нас будут интересовать

именно такие конфигурации. На рис. 6.1 приведен фазовый портрет для параметров 𝑒0 =

0, 15, 𝛾0 = 0, 02. Гомоклиническая сепаратриса разделяет начальные положения на области

колебания эллипса и его бесконечного вытягивания.

Эллиптическая точка, изображенная на рис. 6.1, соответствует случаю, когда эллип

тический вихрь находится в неподвижном состоянии. Если вихрь будет отклонен от этого

положения, то он сначала начнет совершать колебательные движения вдоль оси внешнего

сдвига. При выходе отклонения за пределы сепаратрисы, вихрь начнет бесконечно вытяги

ваться.

6.1.1. Динамика возмущенной системы в окрестности стационарной

эллиптической точки

Рассмотрим динамику вихря в случае малых периодических возмущений внешнего по

тока вида

𝑒(𝑡) = 𝑒0 + 𝑒′(𝑡) = 𝑒0 + 𝑒0𝛿𝑐𝑜𝑠𝜈𝑡, 𝛾(𝑡) = 𝛾0 + 𝛾′(𝑡) = 𝛾0 + 𝛾0𝛿𝑐𝑜𝑠𝜈𝑡. (6.4)
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Рис. 6.1. Фазовый портрет стационарной системы (6.1) в случае наличия одной эллиптической особой

точки при параметрах 𝑒 = 0, 15, 𝛾 = 0, 02.

Разложим выражения (6.1) вплоть до линейных членов

𝜀 (𝑡) ≈ 𝜀0 + 𝜀′ (𝑡) , 𝜙 (𝑡) ≈ 𝜙0 + 𝜙′ (𝑡) = ±𝜋
4

+ 𝜙′ (𝑡) , (6.5)

где 𝜀0, 𝜙0 получаются из (6.3), 𝜀′ (𝑡) , 𝜙′ (𝑡) – малые нестационарные отклонения. Тогда полу

чаем для отклонений

𝑑𝜀′

𝑑𝜏
= −4𝑒 (𝑡) 𝜀0𝜙

′ sin 2𝜙0,

𝑑𝜙′

𝑑𝜏
=

[︂
𝛾 (𝑡) − 𝑒 (𝑡)

𝜀0
2 + 1

𝜀02 − 1
sin 2𝜙0

]︂
− 𝜀′

[︂
(𝜀0 − 1)

(𝜀0 + 1)3
− 4𝑒 (𝑡)

𝜀0

(𝜀02 − 1)2
sin 2𝜙0

]︂
. (6.6)

Линейная система (6.6) является неоднородной. Для определения устойчива ли динамика в

окрестности эллиптической точки достаточно, как и прежде рассмотреть соответствующую

однородную систему

𝑑𝜀′

𝑑𝜏
= −4𝑒 (𝑡) 𝜀0𝜙

′ sin 2𝜙0,

𝑑𝜙′

𝑑𝜏
= −𝜀′

[︂
(𝜀0 − 1)

(𝜀0 + 1)3
− 4𝑒 (𝑡)

𝜀0

(𝜀02 − 1)2
sin 2𝜙0

]︂
. (6.7)

Примечательно, что член с фоновым вращением 𝛾 исчезает из однородной системы. От

сюда следует вывод, что устойчивость динамики в окрестности эллиптической точки зависит

только от сдвига фонового потока.

Сводя систему (6.7) к уравнению второго порядка, получим уравнение Хилла [470]. От

сюда следует возможность параметрического резонанса в окрестности невозмущенного поло

жения вихря. Другими словами, для специально подобранных параметров колебаний сдвига,

фазовые траектории в окрестности стационарной эллиптической точки неограниченно рас

тут в линейном приближении. Параметры, приводящие к параметрической неустойчивости,
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определяются с помощью теории Флоке. С помощью метода усреднения по быстрым осцил

ляциям можно получить грубую аналитическую оценку. Перепишем систему (6.7) в виде

𝑑𝜀′

𝑑𝑡
= −4𝑒 (𝑡) 𝜀0𝜙

′ sin 2𝜙0,

𝑑𝜙′

𝑑𝑡
=

(︂
𝑘2

4𝑒0𝜀0 sin 2𝜙0

+ 4
𝜀0 sin 2𝜙0

(𝜀20 − 1)
2 𝛿 cos 𝜈𝑡

)︂
𝜀′, (6.8)

где 𝑘2 = −4𝑒0𝜀0 sin 2𝜙0

(𝜀0+1)2

[︁
(𝜀0−1)
(𝜀0+1)

− 4 𝑒0𝜀0
(𝜀0−1)2

sin 2𝜙0

]︁
.

Введем новую переменную, 𝜌 = −
(︁

1 + 𝑖4𝑒0𝜀0 sin 2𝜙0

𝑘
𝜙′

𝜀′

)︁
𝑒−𝑖𝜈𝜏 . Тогда вместо (6.8), получим

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= 𝑖

(︂
2𝑘

[︂
1 +

𝛿 (𝑒𝑖𝜈𝑡 + 𝑒−𝑖𝜈𝑡)

2𝑒0

]︂
− 𝜈

)︂
𝜌

−𝑖𝑘
[︂

16

𝑘2
𝑒0

2𝜀0
2

(𝜀20 − 1)
2 − 1

]︂
𝛿 (1 + 𝑒−2𝑖𝜈𝑡)

2𝑒0
+ 𝑖𝑘

[︂
𝑒𝑖𝜈𝑡 +

𝛿 (𝑒2𝑖𝜈𝑡 + 1)

2𝑒0

]︂
𝜌2. (6.9)

Отбрасывая быстро-осциллирующие члены, получаем для усредненного 𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= 𝑖𝑘

𝛿

2𝑒0
𝜌2 + 𝑖 (2𝑘 − 𝜈) 𝜌− 𝑖𝑘

[︂
16

𝑘2
𝑒0

2𝜀0
2

(𝜀20 − 1)
2 − 1

]︂
𝛿

2𝑒0
,

𝜌 (0) = 0. (6.10)

Решение (6.10) имеет вид (︀
𝜌+ 𝑒0

𝛿𝑘
(2𝑘 − 𝜈) −𝐷

)︀(︀
𝜌+ 𝑒0

𝛿𝑘
(2𝑘 − 𝜈) +𝐷

)︀ = exp

{︂
𝑖𝑘
𝐷𝛿

𝑒0

}︂
, (6.11)

где 𝐷2 =
(︀
𝑒0
𝛿𝑘

(2𝑘 − 𝜈)
)︀2 − [︁ 16

𝑘2
𝑒02𝜀02

(𝜀0+1)2(𝜀0−1)2
− 1
]︁
.

Решение (6.11) растет неограниченно тогда, когда показатель в правой части уравнения

действительный. Отсюда получаем аналитическую оценку

(2𝑘 − 𝜈) = ±2𝛿

√︃
sin 2𝜙0

𝑒0

𝜀0 (𝜀0 − 1)

(𝜀0 + 1)3
. (6.12)

На рис. 6.2 приведены точно вычисленные зоны параметрической неустойчивости (тем

ные области) и аналитическая оценка (пунктирные линии) в области параметров (𝜈, 𝛿). Каж

дому набору параметров из темных областей соответствует спиралеобразная неограниченная

траектория в линейной системе (6.7). Параметры, взятые вне темных областей, приводят к

появлению только ограниченных траекторий.

6.1.2. Нелинейное подавление роста решений, вызванных линейной

параметрической неустойчивостью

Обсудим возможные последствия параметрической неустойчивости, характерной для

линейной системы (6.7), которая описывает динамику в непосредственной близости от эл

липтической точки, на исходную нелинейную систему.
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Рис. 6.2. Зоны параметрической неустойчивости в параметрической области (𝜈, 𝛿). Темные области

соответствуют неограниченной динамике линейной системы (6.7). Пунктирная линия соответствует

аналитической оценке (6.12).

Во-первых, в случае параметрической неустойчивости, траектории, начинающиеся в

окрестности стационарной эллиптической точки, двигаются неограниченно только до сепара

трисной области, в которой нелинейные эффекты подавляют линейный рост. Такой сценарий,

в свою очередь, реализуется только в том случае, если уже в самом начале движения траекто

рии не испытывают сильного нелинейного влияния. Этот эффект наблюдается, например, в

случае выбора параметров, соответствующих главной зоне параметрической неустойчивости

с рис. 6.2. В этом случае вид возмущенного фазового портрета существенно отличается от

невозмущенного. Сечение Пуанкаре, приведенное на рис. 6.3a подтверждает данное наблю

дение. При этих параметрах, динамика в окрестности стационарной эллиптической точки

определяется положением нелинейного резонанса с числом вращения 1 : 2. Фазовые траекто

рии, начинающиеся в окрестности стационарной эллиптической особой точки не демонстри

руют рост, связанный с линейным параметрическим резонансом. На рис. 6.3b представлен

пример такой траектории, которая очевидно ограниченна положением островов устойчиво

сти, связанных с нелинейным резонансом. Следовательно, линейная система (6.7) не может

применяться для описания динамики в данном случае.

Тем не менее, соответствующая линейная система может служить хорошим приближени

ем для исходной нелинейной при некоторых значениях параметров возмущения. Например,

если рассмотреть вторую зону параметрической неустойчивости, то видно, что возмущен

ный фазовый портрет не имеет областей сильной нелинейности в окрестности стационарной

эллиптической точки (см. сечение Пуанкаре на рис. 6.4a). Поэтому, для качественного описа

ния динамики в окрестности стационарной эллиптической точки можно использовать лине

аризованную систему (6.7). И, действительно, фазовая траектория, начинающаяся в окрест
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Рис. 6.3. Динамика возмущенной системы для главной зоны параметрической неустойчивости ли

неаризованной системы (6.7) при 𝛿 = 0, 01, 𝜈 = 0, 6. Жирными линиями обозначена сепаратриса

для невозмущенного фазового портрета. Жирной точкой обозначена эллиптическая особая точ

ка невозмущенной системы. (a) сечение Пуанкаре, иллюстрирующее появление области сильной

нелинейности в окрестности стационарной эллиптической точки. Нелинейные резонансы подавля

ют параметрическую неустойчивость; (b) фазовая траектория в области, ограниченной нелинейным

резонансом.

ности стационарной эллиптической точки, экспоненциально растет, демонстрируя действие

параметрической неустойчивости (см. рис. 6.4b). Отметим, что в случае параметрической

неустойчивости эллиптический вихрь может начать вытягиваться за пределы критического

отношения осей. В этом случае в реальности будет наблюдаться разрушение вихря на более

мелкие (в рассматриваемой модели такой возможности нет).

6.2. Совместное влияние хаотического и диффузионного переноса и

перемешивания жидких частиц в окрестности

эллипсоидального вихря

В предыдущем параграфе было показано, что динамика эволюции эллиптического и

аналогично эллипсоидального вихря может быть хаотической при наличии нестационарного

возмущения внешнего сдвигового потока. Хаотическая динамика в данном случае выражает

ся в сильной чувствительности поведении вихря к малым возмущениям. Если в стационарном

случае, вихрь может быть неподвижным, совершать колебания, вращаться или бесконечно

вытягиваться, то в возмущенном состоянии, все эти режимы могут сменять друг друга.
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Рис. 6.4. Тоже, что и на рис. 6.4 за исключением частоты 𝜈 = 0, 3. (a) сечение Пуанкаре, демонстри

рующее, что, в возмущенном случае, фазовый портрет в окрестности стационарной эллиптической

точки остается аналогичным фазовому портрету линеаризованной системе; (b) неограниченная фа

зовая траектория, демонстрирующая действие параметрической неустойчивости.

Помимо динамики самого вихря, интерес представляет адвекция жидкости, индуциру

емая колебаниями формы вихря в стационарном внешнем потоке. Так как эти колебания

являются нестационарными, то жидкие частицы из непосредственной окрестности вихря бу

дут испытывать нестационарное возмущение. В результате, часть из них будет подвержена

хаотическому переносу. Демонстрация такого нерегулярного поведения жидких частиц из

непосредственной окрестности эллиптического вихря была приведена в работе [214]. Данная

работа, по-видимому, является одной из первых, в которой указывается на важную роль

хаотической адвекции в моделях реальных геофизических потоков. В том же году, данную

модель применили для описания эволюции устойчивого вихря в атмосфере Нептуна [215].

Важность данной концепции заключается в том, что когерентные вихри, содержащие

в себе жидкость с отличными характеристиками, могут не только переносить эту жидкость

на значительные расстояния, но и размешивать жидкость из своей непосредственной окрест

ности, но имеющую уже характеристики, совпадающими с фоновыми. В результате, размер

области, подверженной влиянию вихря может увеличиваться в разы. При этом ядро вихря,

отличающееся значением завихренности от фонового, может оставаться неизменной формы

и размера.

Помимо двумерной модели эллиптического вихря, можно сформулировать аналогичную

модель эллипсоидального вихря, эволюционирующего в бароклинной линейно-стратифици

рованной среде [451–454]. Модель будет удовлетворять условиям квази-геострофики. В рам
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ках модели были рассмотрены различные задачи эволюции самого вихря и взаимодействия

между такими вихрями [451–454, 474, 476, 558–562]. Здесь же будет рассматриваться перенос

жидких частиц, индуцируемый эволюцией вихря.

Основное преимущество модели эллипсоидального вихря заключается в том, что фор

ма границы вихря не меняется, все время оставаясь эллипсоидальной. Следовательно, что

бы рассчитать эволюцию такой формы, достаточно знать ориентацию вихря и отношение

длин полуосей. Таким образом, в системе остается всего несколько степеней свободы вместо

бесконечного числа, в случае полного учета динамики изменения формы границы. Такое

упрощение приводит к тому, что множество процессов, заметно влияющих на эволюцию вих

рей в океане, остаются за пределами рассмотрения. Одно из главных ограничений модели –

невозможность жидким частицам пересечь границу вихря. То есть, жидкие частицы внутри

ядра не перемешиваются с частицами из внешней области. А граница вихря, в таком случае,

является непроницаемым барьером для переноса жидкости между ядром и внешним пото

ком [490, 563, 564]. Наличие таких непроницаемых барьеров в природе маловероятно, более

того большинство барьеров не только проницаемые, но и изменяющиеся в пространстве и

времени. Множество работ посвящено изучению эволюции барьеров в океане и атмосфере

[38, 40, 41, 96, 548, 565, 566]. Однако в этих работах рассматриваются сложные поля скоро

сти, полученные из реальных данных или из моделей циркуляции водоемов. Как следствие,

становится очень сложно выделить конкретные процессы адвекции жидких частиц и диф

фузии для отдельного изучения. В этом случае на помощь приходят упрощенные модели

когерентных вихрей, в которых влияние адвекции и диффузии можно контролировать.

В данном параграфе предлагается учесть мелкомасштабную диффузию в качестве про

цесса, который будет индуцировать перенос жидких частиц из ядра вихря во внешний поток

и обратно. В результате, вихрь будет постепенно терять завихренную жидкость, что будет

приводить к изменению его динамики. Однако в нашем случае планируется рассмотреть мед

ленное изменение завихренности вихря без существенного изменения его динамики. Такая

постановка интересна тем, что мезомасштабный вихрь в океане может существовать дли

тельное время, при этом перемещаясь на значительные расстояния. Однако многие вихри в

процессе движения разрушаются по причине потери некоторого количества завихренности

[567, 568]. Данное наблюдение может означать, что поток завихренной жидкости из ядра

вихря через границу не компенсируется потоком в обратном направлении. Примером мелко

масштабного процесса, приводящего к быстрому разрушению вихря является конвективная

интрузия, которая может приводить к 15 процентному ускорению процесса распада когерент

ного вихря [569]. Влияние мелкомасштабных случайных возмущений на систему точечных
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вихрей рассматривается в работе [239].

Детальный вывод модели эллипсоидального вихря можно найти в работе [476]. Выпи

шем только основные выражение, которые понадобятся для дальнейшего изложения. Мо

дель формируется со следующими приближениями – рассматривается бесконечно-глубокий

неограниченный объем жидкости на 𝑓 – плоскости с постоянной частотой плавучести 𝑁 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Все рассматриваемые выражение уже выписаны в обезразмеренном виде, с использова

нием масштаба длины 𝐿*, глубины 𝐻*, масштаба скорости, 𝑈*, масштаб частоты плавучести,

𝑁*, масштаб времени, 𝑇 * = 𝐿*

𝑈* и масштаб функции тока Ψ* = 𝑈*𝐿*. Отсюда имеем закон

сохранения потенциальной завихренности [314],

𝑑ℎ
𝑑𝑡
𝑞 = 0, (6.13)

где 𝑞 = ∆ℎ𝜓+ 𝜕
𝜕𝑧

𝑓2

𝑁2
𝜕𝜓
𝜕𝑧

– потенциальная завихренность, ∆ℎ = 𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝜕2

𝜕𝑦2
– двумерный лапласиан,

𝑑ℎ
𝑑𝑡

= 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑢 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑣 𝜕
𝜕𝑦

– полная производная. Горизонтальные скорости 𝑢, 𝑣 удовлетворяют

геострофическим соотношениям

𝑢 = −𝜕𝜓
𝜕𝑦
, 𝑣 =

𝜕𝜓

𝜕𝑥
. (6.14)

𝜓 – геострофическая функция тока [314].

В данной упрощенной постановке потенциальная завихренность 𝑞 является лагранже

вым инвариантом, т.е. может рассматриваться в качестве пассивного скаляра. Тогда, можно

ограничить некоторый объем жидкости с отличной завихренностью и исследовать эволюцию

только этого объема. При наличии линейного горизонтального сдвига скорости, эллипсоид,

как и эллипс в двумерной постановке, сохраняет свою форму. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐 – полуоси эллип

соида, 𝜙 – угол между полуосью 𝑎 и осью абсцисс. Эллипсоид эволюционирует в горизонталь

ном линейном постоянном сдвиговом потоке, где 𝑒 и 𝛾 – компоненты растяжение и вращение

внешнего потока. Тогда эволюция полуосей и угла ориентации эллипсоида описывается урав

нениями [454],

𝑑𝑎

𝑑𝑡
= 𝑎𝑒 cos (2𝜙) ,

𝑑𝑏

𝑑𝑡
= −𝑏𝑒 cos (2𝜙) ,

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= Ω + 𝛾 − 𝑎2 + 𝑏2

𝑎2 − 𝑏2
𝑒 sin (2𝜙) , (6.15)

где

Ω = 𝜎𝑎𝑏𝑐

∞∫︁
0

𝜇𝑑𝜇

(𝑎2 + 𝜇) (𝑏2 + 𝜇)
√︀
𝜉 (𝜇)

(6.16)

является частотой собственного вращения без внешнего потока, 𝑐 = 𝑁
𝑓
𝑐,

𝜉 (𝜇) = (𝑎2 + 𝜇) (𝑏2 + 𝜇) (𝑐2 + 𝜇), 𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – частота плавучести, 𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – параметр

Кориолиса, 𝜎 = 𝑔 − 𝛾, 𝑔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0 – постоянная завихренность внутри эллипсоида.
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Как и в случае эллиптического вихря, эллипсоид может быть неподвижным, колебаться

вокруг оси сдвига, вращаться и бесконечно вытягиваться [453]. Далее будем рассматривать

только периодическое вращение и его влияние на перенос жидких частиц, индуцируемый

изменением длины осей вихря и его ориентации. Режим, в котором, характеристики вихря

меняются в колебательном режиме, с точки зрения влияния диффузии аналогичен.

Система уравнений, описывающая динамику жидких частиц имеет вид:

𝑢 = 𝑒𝑥− 𝛾𝑦 + cos𝜙𝑣 + sin𝜙�̃�,

𝑣 = 𝛾𝑥− 𝑒𝑦 + sin𝜙𝑣 − cos𝜙�̃�, (6.17)

где

�̃� = −𝜎𝑎𝑏𝑐
∞∫︁
𝜆

𝑦𝑑𝜇

(𝑏2 + 𝜇)
√︀
𝜉 (𝜇)

,

𝑣 = 𝜎𝑎𝑏𝑐

∞∫︁
𝜆

�̃�𝑑𝜇

(𝑎2 + 𝜇)
√︀
𝜉 (𝜇)

, (6.18)

�̃� = 𝑥 cos𝜙+ 𝑦 sin𝜙,

𝑦 = −𝑥 sin𝜙+ 𝑦 cos𝜙. (6.19)

Параметр 𝜆 определяет находится ли жидкая частица внутри вихря или снаружи. Для ча

стиц внутри вихря 𝜆 = 0, для частиц из окрестности выбирают положительный корень 𝜆 > 0

уравнения �̃�2

𝑎2+𝜆
+ 𝑦2

𝑏2+𝜆
+

(𝑁
𝑓
𝑧)

2

𝑐2+𝜆
= 1.

С помощью (6.17) и (6.15) определяются траектории жидких частиц внутри и вне эллип

соида. Так как длины осей вихря меняются периодически (при этом форма эллипсоида не

нарушается), то эти периодические изменения возмущают движение жидких частиц снаружи

вихря.

Система динамических уравнений (6.17) обладает полутора степенями свободы [353,

354], где дополнительные полстепени вносятся в систему за счет периодических колебаний

полуосей эллипсоида. В результате, данное возмущение приводит к тому, что часть траекто

рий жидких частиц из окрестности вихря становятся хаотическими. В данной главе будем

рассматривать перенос жидких частиц только на поверхности жидкости 𝑧 = 0. Выберем

следующие значения параметров для системы (6.17) 𝑒 = 0, 1, 𝑐 = 1, 𝛾 = 0. На рис. 6.5

представлен типичный портрет линий тока стационарной системы (т.е., длины полуосей и

ориентация вихря не меняются) (6.17).

Система (6.17) стационарна в том случае, когда вихрь остается неподвижным, и, как

следствие, не меняет длин полуосей и ориентации. Начальные значения отношения длин
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Рис. 6.5. Фазовый портрет стационарной системы (6.17) при 𝑒 = 0.1, 𝛾 = 0, 𝑎(0)
𝑏(0) = 1.0551, 𝜙 (0) = 𝜋

4 .

Черная жирная кривая – сепаратриса, отделяющая область рециркуляции и внешнее гиперболиче

ское течение

полуосей и угла ориентации в этом случае равны 𝑎(0)
𝑏(0)

= 1.0551, 𝜙 (0) = 𝜋
4
. Когда 𝑒 > 𝛾,

внешний поток является гиперболическим (рис. 6.5), но в непосредственной окрестности

вихря появляется зона рециркуляции, ограниченная сепаратрисой(рис. 6.5). Когда 𝑒 < 𝛾 и

знаки завихренности потока и вихря не совпадают, то возникает более сложная структура

стационарного течения [7].

Динамика системы (6.17) остается регулярной, т.е. траектории жидких частиц совпада

ют с линиями тока с рис. 6.5, только если вихрь неподвижен. Это достигается только для

единственного набора начальных условий 𝑎 (0) , 𝑏 (0), 𝜙 (0). В общем же случае для произ

вольных начальных условий, вихрь либо колеблется, либо вращается, либо вытягивается.

Далее будем рассматривать периодические режимы, при которых появляется периодическое

возмущение движения жидких частиц.

На рис. 6.6 изображено сечение Пуанкаре возмущенной системы (6.17) при 𝑎(0)
𝑏(0)

= 2,

𝜙 (0) = 𝜋
4
, остальные параметры такие же, как и для рис. 6.5. Для построения сечения Пуан

каре, необходимо определить период возмущения. В данном случае период возмущения – это

период вращения или колебания вихря. Для данных начальных значений период возмущения

равен 𝑇 = 1.89166. Далее, данный период будет рассматриваться в качестве характерного

масштаба времени при эволюции вихря. Данный случай будем называть – возмущенным, в

отличии от невозмущенного, изображенного на рис. 6.5 .

На сечениях Пуанкаре, как и раньше, области, занятые замкнутыми орбитами, явля
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Рис. 6.6. Сечение Пуанкаре системы (6.17) при 𝑎(0)
𝑏(0) = 2, 𝜙 (0) = 𝜋

4 для параметров с рис. 6.5. Жирная

линия соответствует сепаратрисе невозмущенной системы.

ются областями регулярного движения жидких частиц, области, занятые беспорядочными

точками, соответствуют областям с нерегулярным (хаотическим) поведением. На рисунке хо

рошо видны две области регулярного движения по бокам вихря, соответствующие появлению

нелинейных резонансов [172, 173, 549].

Следует отметить, что траектории жидких частиц внутри самого вихря (серая область

на рисунках) всегда остаются регулярными и не могут пересекать границу вихря. Для того,

чтобы такие пересечения имели место далее добавим мелкомасштабную диффузию в систе

му. Проанализируем влияние диффузии на динамику жидких частиц в невозмущенном и

возмущенном случаях.

6.2.1. Влияние горизонтальных компонент диффузии на скорость выноса

жидких частиц из ядра эллипсоидального вихря

Введем в систему мелкомасштабную диффузию. Для этого рассмотрим движение пас

сивного скаляра в заданном поле скорости U (r, t),(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ U(r, 𝑡)

𝜕

𝜕r

)︂
𝑞(r, 𝑡) = 𝜅

𝜕2

𝜕r2
𝑞(r, 𝑡),

𝑞(r, 0) = 𝑞0(r), (6.20)

где 𝑞 (r, t) – скалярное поле концентрации пассивных частиц и 𝜅 – коэффициент диффузии.

Выражения (6.20) записаны в безразмерной форме.

Введем вспомогательное скалярное поле 𝑞 (r, t), которое описывается следующим стоха
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стическим уравнением, (︂
𝜕

𝜕𝑡
+ U(r, t)

𝜕

𝜕r

)︂
𝑞(r, t) = −𝛼(t)

𝜕

𝜕r
q̃(r, t),

𝑞(r,0) = q0(r), (6.21)

где 𝛼(𝑡) – дельта-коррелированный векторный случай гауссов процесс, не зависимый от

U(r, t) с параметрами

⟨𝛼(𝑡)⟩ = 0, ⟨𝛼𝑖(𝑡)𝛼𝑗(𝑡′)⟩ = 2𝜅𝛿𝑖𝑗𝛿(𝑡− 𝑡′), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, (6.22)

где 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера, 𝛿 (𝑡) – дельта-функция Дирака и 𝑡, 𝑡′ – два последовательных

момента времени.

Решение (6.20) соответствует усредненному решению [570, 571] (6.21) по ансамблю реа

лизаций 𝛼 (𝑡), так что

𝑞(r, 𝑡) = ⟨𝑞(r, 𝑡)⟩𝛼. (6.23)

Выражение (6.23) представляет собой решение уравнения (6.20) в форме континуально

го интеграла [570, 572, 573]. Отсюда следует, что в усредненном смысле решение уравнения

(6.21) эквиваленты решениям уравнения (6.20). С учетом (6.21), получаем

𝑑

𝑑𝑡
r(𝑡) = U(r(𝑡), 𝑡) + 𝛼(𝑡), r(0) = r0,

𝑑

𝑑𝑡
𝑞(r(𝑡), 𝑡) = 0, 𝑞(0) = 𝑞0(r0). (6.24)

Выражения (6.24) соответствуют выражениям (6.17), причем U (r (t) , t) – член в правой

части уравнения (6.17) и 𝛼 (𝑡) – диффузионный член. Далее, с помощью метода Монте-Кар

ло, учтем диффузионный процесс вдоль каждой траектории жидкой частицы внутри и вне

эллипсоидального вихря.

6.2.2. Горизонтальный перенос, индуцированный диффузией

Рассмотрим сначала стационарную систему, т.е. длины полуосей и ориентация вихря не

меняются. Распределим равномерно внутри вихря ∼ 103 пассивных скаляров и дальше 103

раз проследим за эволюцией ансамбля частиц для реализаций случайного процесса 𝛼 (𝑡). На

рис. 6.7 представлены поля концентрации для указанных времен для коэффициента диффу

зии 𝜅 = 10−2 и параметров модели, как на рис. 6.5. Жирная линия – граница стационарного

вихря. Видно, что концентрация скаляров переносится через границу вихря за счет диф

фузии (см. рис. 6.7a для времени 𝑇/4, где 𝑇 = 1, 89166 – характерный масштаб вращения

внутри вихря). Поле концентрации внутри вихря испытывает незначительные изменения
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Рис. 6.7. Поле концентрации скаляров указанное время для 𝜅 = 10−2 и параметров, как на рис.

6.5. Жирная кривая – граница вихря, соответствующая начальному распределению скаляров. Цвет

показывает концентрацию маркеров. Слева направо: 𝑇/4, 5 · 𝑇 .

из-за диффузии, практически сохраняя начальную концентрацию. Так как в системе нет

стоков и источников, то концентрация медленно падает внутри вихря, а скаляры переносят

ся во внешнюю область (6.7b для времени 5 · 𝑇 ). Следовательно, в стационарном случае,

концентрация скаляров подчиняется нормальному закону.

На рис. 6.8 приведены кривые плотности вероятности, как функции от значений длины

полуоси 𝑎, через которые задаются эллиптические области равной площади. Другими сло

вами, на рис. 6.8 приведены значения доли скаляров, находящихся внутри эллиптических

колец равной площади ∆𝑆 в конкретный момент. Каждое из колец является представителем

семейства эллипсов с отношением полуосей 𝑎(0)
𝑏(0)

= 1, 0551. Число маркеров на кривых нор

мализованно на общее количество маркеров ∼ 106 и на постоянную площадь эллиптических

колец ∆𝑆 = 0, 15. Кривые указывают на то, что распространение маркеров происходит в со

ответствии с нормальным законом распределения, как внутри, так и вне самого вихря. Для

подтверждения того, что моделируемый стохастический процесс не зависит от численных

ошибок, посчитаем аналогичные распределения для шага интегрирования 10−4. Относитель

ная ошибка при этом равняется 0, 00488, т.е. численные ошибки не вносят существенных

особенностей.

Теперь рассмотрим возмущенный случай, когда граница вихря изменяет свое положение

в пространстве, что приводит к нерегулярному переносу жидких частиц в окрестности вихря.
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Рис. 6.8. Плотность вероятности, как функция длины главной полуоси эллипсов 𝑎 в стационарном

случае. Кривые соответствует плотности вероятности для разных временных интервалов. Верти

кальная пунктирная линия соответствует границе вихря.

6.2.3. Перемешивание жидких частиц, индуцируемое диффузией в

возмущенном случае

В данном параграфе рассмотрим влияние диффузии на перемешивание жидких частиц

в возмущенном случае, т.е. тогда, когда изменение длин полуосей вихря приводит к экспонен

циальной расходимости траекторий жидких частиц в его окрестности. В качестве начальных

условий выберем 𝑎(0)
𝑏(0)

= 2, 𝜙 (0) = 𝜋
4

(как на рис. 6.6). Для этих начальных положений вихрь

вращается при этом периодически изменяются длины его полуосей. В отличии от стацио

нарного случая, динамика жидких частиц возмущается и становится хаотической. В то же

время, внутри вихря жидкие частицы так же, как и в стационарном случае, двигаются регу

лярно.

На рис. 6.9a,b,c,d приведены поля концентрации для моментов времени:(𝑇/4), 5/4 · 𝑇 ,

2 · 𝑇 , 5 · 𝑇 , где 𝑇 – период вращения вихря.

Укажем на некоторые особенности, видные на рис. 6.9. Во-первых, так как движение

внутри вихря всегда регулярно, то и маркеры под воздействием диффузии распространяют

ся по нормальному распределению, так же, как и в стационарном случае. Однако вне области

вихря закон распределения отличается от нормального из-за нерегулярного переноса. Для

подтверждения результата на рис. 6.10 приведены плотности вероятности для эллиптических

колец при 𝑎(0)
𝑏(0)

= 2. В соответствии с рис. 6.10 внутри вихря получаем нормальное распределе

ние (слева от пунктирной вертикальной линии), но вне вихря закон распределения перестает
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Рис. 6.9. Поле концентрации скаляров для 𝜅 = 10−2 для параметров, как на рис. 6.6a. Жирная линия

– граница вихря, соответствующая начальному распределению маркеров. Концентрация маркеров

обозначена цветом. Слева направо: 𝑇/4, 5/4 · 𝑇 , 2 · 𝑇 , 5 · 𝑇 .

быть нормальным.

По-видимому, закон распределения вне вихря должен быть степенным [574, 575]. Разни

ца между возмущенным и невозмущенным случаем, грубо говоря, заключается в следующем.

В стационарном случае вероятность перехода жидкой частицы с одной траектории на дру

гую за счет диффузии равна вероятности совершить обратный переход. Так как близкие

траектории остаются близкими все время. В возмущенном случае, за счет экспоненциальной

расходимости, близкие траектории могут расходится на значительные расстояния, и, поэто

му, вероятность перейти с одной траектории на другую не равна вероятности совершить

обратный переход.

Сравнивая рис. 6.7b и рис. 6.9d, которые соответствуют одинаковому времени интегриро

вания, видно, что в возмущенном случае распространение маркеров осуществляется быстрее.

В возмущенном случае концентрация внутри вихря намного меньше, чем в невозмущенном.

Учитывая, что длина границы вихря является постоянной величиной в обоих случаях, про

пускная способность границы так же одинакова. Можно сделать вывод, что разница в скоро
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Рис. 6.10. Плотность вероятности, как функция от длины полуоси 𝑎 в возмущенном случае. Кривые

соответствуют разным моментам времени. Вертикальная пунктирная линия указывает на границу

вихря.

Рис. 6.11. Доля маркеров, находящихся вне области вихря во время 𝑁𝑇 ·𝑇 . Зеленая и красная кривая

соответствуют возмущенному и невозмущенному случаю.

сти переноса скаляров из вихря в его окрестность обусловлена исключительно хаотической

динамикой в возмущенном случае. То есть, в стационарном случае, если маркер покидает об

ласть вихря, то он имеет ту же вероятность вернуться обратно в следующий момент времени,

однако, в возмущенном случае, вероятность маркеру покинуть вихрь выше, чем вероятность

вернуться в него обратно. На рис. 6.11 приведена доля маркеров, находящихся вне вихря

во время 𝑁𝑇 . Зеленая и красная кривая соответствуют возмущенному и невозмущенному

случаю. Видно, что потеря маркеров вихрем происходит значительно быстрее в возмущен

ном случае. Отметим работу [288], в которой также указывается на значительное усиление

дисперсии пассивных частиц в кинематической модели цепочки вихрей, при одновременном

воздействии молекулярной диффузии и хаотической адвекции.
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В завершение параграфа рассмотрим применимость модельных оценок к реальным океа

ническим потокам. В реальных условиях существует значительная проблема определения ко

эффициента диффузии𝐾 [576–578], тем не менее, грубые оценки показывают, что𝐾(𝑙) ∼ 𝑙4/3,

где 𝑙 – соответствующий масштаб диффузионного влияния. Безразмерный параметр 𝜅 со

ответствует размерному 𝐾 следующим образом 𝐾 ∼ 𝑈*𝐿*𝜅, где 𝑈* и 𝐿* – характерные

скоростные и пространственные масштабы явления. Так как динамические уравнения для

эллипсоидального вихря построены в рамках квази-геострофики, но такая модель может

быть применима для анализа мезомасштабных вихрей. Тогда, выберем характерные значе

ния частоты плавучести, параметра Кориолиса, полной глубины 𝑁 = 2 · 10−3 c−1, 𝑓 = 10−4

c−1, 𝐻 = 4 · 104 м, скорости 𝑈* = 0.1 м/с, линейного масштаба 𝐿* = 105 м и 𝜅 = 10−2. Полу

чим оценку 𝐾 ∼ 102 м2/с, что в соответствии с [579] характеризует диффузионный масштаб

𝑙 ∼ 103 м.

6.3. Учет вертикальной компоненты диффузии

В предыдущем параграфе в модель эллипсоидального вихря была введена горизонталь

ная диффузия, за счет которой осуществлялся перенос жидких частиц через границу вихря

[15]. В данном параграфе развивается данная модель за счет добавления вертикальной компо

ненты диффузии, что приведет к появлению вертикального перемешивания. Далее, анализи

руется совместное влияние компонент диффузии и горизонтальной адвекции [575, 580–583].

Без диффузии в модели запрещены вертикальные движения, частицы все время нахо

дятся на одном и том же горизонте. За счет наличия вертикальной компоненты диффузии,

можно индуцировать переход частиц с одного горизонта на другой, что в свою очередь по

влияет на горизонтальное перемешивание в модели.

Так как учитываются горизонтальные и вертикальная компоненты диффузии, необходи

мо задать соотношение между этими компонентами в связи с тем, что вертикальный масштаб

скорости, как минимум, на порядок меньше горизонтального. Пусть 𝑁 – частота плавучести

и 𝑓 – параметр Кориолиса. Горизонтальный масштаб больше вертикально в 𝑁/𝑓 раз. Далее

примем значение 20, что будет соответствовать средним широтам [576, 579] (в зависимости

от региона и принятых допущений, значение коэффициента диффузии может изменяться в

очень широких пределах от 10−6 до 10−1). Отсюда нормализуем вертикальный коэффициент

диффузии 𝜅𝑧 = 10−1𝑁
𝑓
𝜅 = 2𝜅, где 𝜅 – коэффициент горизонтальной диффузии. Другими

словами, несмотря на то, что вертикальная компонента диффузии на порядки меньше го

ризонтальной, ее влияние на перемешивание может оказаться сравнимым с горизонтальной
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Рис. 6.12. (a) линии тока на поверхности, ограниченные сепаратрисой (жирная линия). Пунктирная

линия – сепаратриса на глубине 𝑧 = 1, 5. (b) две траектории возмущенной системы. Квазипериоди

ческая траектория в окретсности вихря – регулярная. Незамкнутая траектория около стационарной

сепаратрисы – хаотическая.

компонентой. Действительно, с учетом того, что вертикальные размеры вихрей так же, мини

мум на порядок, меньше горизонтальных, жидкая частица за счет диффузии может покинуть

область вихря даже быстрее в вертикальном направлении, чем в горизонтальном.

Стационарная конфигурация, как и прежде, достигается для начальных условий 𝑎(0)
𝑏(0)

=

1, 0551, 𝜙 (0) = 𝜋
4
. На рис. 6.12a приведены линии тока на поверхности, ограниченные сепа

ратрисой (жирная линия). Пунктирная линия – сепаратриса на глубине 𝑧 = 1, 5 показывает,

что замкнутая область рециркуляции распространяется на глубины, значительно большие,

чем вертикальная полуось эллипсоида (𝑐 = 1).

На рис. 6.12b представлены две траектории жидких частиц в нестационарном случае

при 𝑎(0)
𝑏(0)

= 2, 𝜙 (0) = 𝜋
4
. Траектория, которая находится возле вихря – регулярна и совершает

квази-периодические колебания в ограниченной области. Траектория, которая двигается в

окрестности стационарной сепаратрисы – хаотическая и после нескольких оборотов вокруг

вихря выходит во внешнюю гиперболическую область. Траектория, стартовавшая в хаотиче

ской области, так же может совершать и большое количество оборотов вокруг вихря, однако

она всегда выйдет во внешнюю гиперболическую область со временем.

На рис. 6.13 изображены сечения Пуанкаре, выводимые через период колебаний вихря,

на поверхности 𝑧 = 0 (рис. 6.13a) и на горизонте 𝑧 = 1, 5 (рис. 6.13b). Видно, что структура

возмущенного фазового портрета значительно изменяется с глубиной. Причиной этого слу

жит то, что на каждом горизонте возмущение от колебаний вихря изменяется. В результате

различные параметры возмущения приводят к различным возмущенным конфигурациям. В
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Рис. 6.13. сечения Пуанкаре возмущенной системы. (a) 𝑧 = 0, (b) 𝑧 = 1.5. Жирные линии – сепара

трисы невозмущенного фазового портрета с рис. 6.12a. Крестами обозначены начальные положения

траекторий с рис. 6.12b.

то же время структура возмущенной конфигурации меняется непрерывно с глубиной. Данное

наблюдение демонстрирует рис. 6.14. Рисунки 6.14a,b,c соответствуют горизонтам 𝑧 = 0, 95,

𝑧 = 1, 𝑧 = 1, 05, соответственно.

Далее добавим диффузионное влияние так же, как и в предыдущем параграфе. Тогда

уравнения движения жидких частиц, подверженных влиянию вихря и диффузии, имеют вид

𝑢 = 𝑒𝑥− 𝛾𝑦 + �̃� cos 𝜃 − 𝑣 sin 𝜃 + 𝛼𝑥,

𝑣 = 𝛾𝑥− 𝑒𝑦 + �̃� sin 𝜃 + 𝑣 cos 𝜃 + 𝛼𝑦,

𝑤 = 𝛼𝑧, (6.25)

где 𝛼𝑥, 𝛼𝑦 соответствуют горизонтальному коэффициенту диффузии 𝜅, а 𝛼𝑧 соответствует

вертикальному компоненту диффузии 𝜅𝑧.

6.3.1. Дисперсия скаляров, индуцируемая диффузией

Распределим ∼ 6 · 103 маркеров внутри эллипсоида следующим образом. Рассмотрим

7 вертикальных слоев, в каждом из которых маркеры распределены равномерно. Далее, бу

дем отслеживать траектории маркеров на протяжении ∼ 20 периодов оборота эллипсоида

с включенными горизонтальной и вертикальной компонентой диффузии. Проводим данную

процедуру 6 ·103 реализаций для случайного процесса 𝛼 (𝑡), чтобы сгладить результирующее

поле скаляров. Далее сравниваем полученные результаты с результатами прошлого парагра

фа, где учтена только горизонтальная компонента диффузии.

Сначала рассмотрим стационарный случай, т.е. эллипсоид не меняет своего положения
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Рис. 6.14. Непрерывное изменение структуры сечений Пуанкаре с глубиной. (a) 𝑧 = 0, 95, (b) 𝑧 =

𝑐 = 1 – крайняя точка эллипсоида в вертикальном направлении, (c) 𝑧 = 1, 05.
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(рис. 6.12a при 𝑎 (0) /𝑏 (0) = 1, 0551, 𝜙 (0) = 𝜋/4). В данном случае, нет возмущения динамики

жидких частиц и они двигаются строго по линиям тока. За счет добавления диффузии,

частицы получают возможность переходить с одной линии тока на другую.

На рис. 6.15 изображено поле концентрации после 40 временных интервалов, когда ко

эффициент горизонтальной диффузии 𝜅 = 0.01, а вертикальной 𝜅𝑧 = 2𝜅. Начальная кон

центрация совпадает с количеством реализаций случайного процесса и равна 6 · 103. На рис.

6.15a изображен поверхностный слой 𝑧 = 0, на рис. 6.15b изображен слой, содержащий в себе

крайнюю точку эллипсоида 𝑧 = 𝑐 = 1. Из-за наличия вертикальной компоненты диффузии,

максимальное значение концентрации изменяется со временем по глубине. Большая концен

трация наблюдается вне вихря (рис. 6.15b) по сравнению с концентрацией на поверхности

(рис. 6.15a).

На рис. 6.15c,d изображены аналогичные поля концентрации маркеров при отключен

ной вертикальной компоненте диффузии, т.е. 𝜅𝑧 = 0. На рис. 6.15c изображен поверхност

ный слой 𝑧 = 0, на рис. 6.15d – слой, содержащий крайнюю точку эллипсоида. Так как

частицы теперь двигаются только в горизонтальном направлении, количество маркеров в

поверхностном слое значительно больше (1150), чем в слое, содержащем крайнюю точку

эллипсоида(216).

Теперь перейдем к рассмотрению возмущенной конфигурации, т.е. у эллипсоида меняет

ся длина горизонтальных полуосей и ориентация. Из-за изменяющейся длины горизонталь

ных полуосей, жидкие частицы хаотически переносятся в окрестности вихря. На рис. 6.13

приведен пример возмущенной конфигурации при 𝑎 (0) /𝑏 (0) = 2, 𝜙 (0) = 𝜋/4. По мере враще

ния эллипсоида, фазовое пространство периодически сжимается и растягивается. Поэтому,

будем рассматривать эволюцию маркеров только в моменты одинаковой фазы. Эллипсоид

возвращается в свое исходное положение за время 𝑇𝑟 = 1, 89165. Тогда 40 временных ин

тервалов равно 21 · 𝑇𝑟. На рис. 6.16 приведены поля концентрации через данный интервал.

Последовательность рисунков такая же, как и на рис. 6.15.

Как видно из рисунков, возмущенный случай приводит к значительному увеличению

дисперсии поля концентрации, так как наряду с диффузией в системе появляется хаотиче

ский перенос. Как и в стационарном случае, максимум концентрации сдвигается в вертикаль

ном направлении.
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Рис. 6.15. Стационарный случай при 𝑎 (0) /𝑏 (0) = 1, 0551, 𝜙 (0) = 𝜋/4. Распределение маркеров

после 40 временных интервалов с начальной концентрацией 6 · 103 в каждом узле, горизонтальный

коэффициент диффузии 𝜅 = 0, 01. (a) 𝜅𝑧 = 2𝜅 – поверхностный слой 𝑧 = 0, жирной кривой обозна

чена граница вихря, (b) 𝜅𝑧 = 2𝜅 – слой, содержащий крайнюю точку вихря, т.е. 𝑧 = 𝑐 = 1; (c),(d) –

то же, что и на (a),(b), но без вертикальной диффузии, 𝜅𝑧 = 0.
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Рис. 6.16. Возмущенный случай при 𝑎 (0) /𝑏 (0) = 2, 𝜙 (0) = 𝜋/4. Распределение маркеров после 40

временных интервалов с начальной концентрацией 6 · 106 в каждом узле, 𝜅 = 0, 01. (a) 𝜅𝑧 = 2𝜅 –

поверхностный слой при 𝑧 = 0, жирная линия указывает на положение границы вихря, (b) 𝜅𝑧 = 2𝜅

– слой, содержащий крайнюю точку вихря при 𝑧 = 𝑐 = 1; (c),(d) – то же, что и на (a),(b), но без

вертикальной диффузии, 𝜅𝑧 = 0.
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6.3.2. Плотность вероятности и дисперсия

Проанализируем подробно эволюцию поля концентрации в пространстве и времени. Бу

дем использовать следующую численную характеристику. Разделим наше пространство на

эллипсоидальные кольца равного объема и одинаковой эллиптичности (1, 0551 в стационар

ном случае и 2 в возмущенном) и далее будем рассчитывать количество маркеров, попада

ющих в данные кольца. В результате получим аналог непрерывной плотности вероятности,

показывающий изменение концентрации в пространстве. Дискретный аналог плотности ве

роятности будет иметь вид:

𝑝 =
𝑁Δ𝑉

𝑁
, (6.26)

где 𝑁Δ𝑉 – количество маркеров в эллипсоидальном кольце объема ∆𝑉 , 𝑁 – полное количе

ство маркеров в объеме 𝑉 . Масштабирование величины (6.26) зависит от объема ∆𝑉 , но, в то

же время, не влияет на форму кривых плотности вероятности. Поэтому далее не учитывает

ся. Выбираем достаточно малую величину ∆𝑉 , чтобы получить искомый эффект. Изменение

∆𝑉 приводит исключительно к масштабированию кривых вдоль оси ординат, в то же время

все особенности будут сохраняться. Изначально внутри эллипсоида мы имеем 𝑝 = 0, 2, так

как ∆𝑉 равна 1/5 от начального объема, и 𝑝 = 0 вне эллипсоида.

На рис. 6.17 изображены полученные кривые плотности вероятности. Рисунки 6.17a,b

соответствуют стационарному случаю при наличии вертикального компонента диффузии

и без него, соответственно. Аналогично, рис. 6.17c,d соответствуют возмущенному случаю

с вертикальной компонентой диффузии и без нее. Каждый рисунок содержит 4 кривых,

соответствующих 10, 20, 30, 40 временным интервалам. На рисунках, соответствующих ста

ционарной конфигурации отчетливо виден нормальный закон распределения, тогда как на

рисунках, соответствующих возмущенному случаю, кривые имеют иную форму.

И в возмущенном и в невозмущенном случаях учет вертикальной компоненты диффу

зии приводит к интенсификации переноса жидких частиц через границу вихря, и насыщению

внешнего потока. В возмущенному случае, наряду с диффузией появляется хаотический пере

нос, который способствует увеличению потока через границу вихря и приводит к отличному

от нормального распределению концентрации маркеров в области, где появляется хаоти

ческий перенос. Помимо интенсификации в вертикальном направлении за счет диффузии,

появляется дополнительный эффект. Так как каждое горизонтальное сечение эллипсоида

уменьшается в площади с глубиной, маркер, стартовавший внутри эллипсоида может погру

зиться глубже сразу же во внешний поток, где он будет подвержен хаотическому переносу.

Это приводит к уменьшению вероятности возвращения маркера внутрь области начального
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Рис. 6.17. Плотность вероятности 𝑝 как функция длины главной полуоси эллипсоида 𝑎. Изначаль

но 𝑝 = 0, 2 внутри эллипсоида, и 𝑝 = 0 вне эллипсоида. Вертикальная линия указывает на границу

вихря. 4 кривых на каждом рисунке соответствуют указанным временным интервалам. (a) ста

ционарный случай с горизонтальной и вертикальной компонентами диффузии; (b) стационарный

случай с горизонтальной, но без вертикальной компонент диффузии; (c) возмущенный случай с го

ризонтальной и вертикальной компонентами диффузии; (d) возмущенный случай с горизонтальной,

но без вертикальной компонент диффузии.
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Рис. 6.18. (a) доля маркеров внутри эллипсоида в зависимости о времени. Пунктирная линия со

ответствует стационарному случаю, сплошная – возмущенный случай. (b) компоненты дисперсии

вдоль оси эллипсоида 𝑎. Сплошная линия – 𝜅𝑧 = 2𝜅, штрихпунктирная – 𝜅𝑧 = 𝜅, пунктирная – без

вертикальной компоненты диффузии 𝜅𝑧 = 0.

распределения маркеров, что увеличивает горизонтальную дисперсию частиц. На рис. 6.18a

изображена доля маркеров, находящихся внутри вихря, от времени.

Кривые, соответствующие наличию только горизонтального компонента диффузии, т.е.

𝜅𝑧 = 0, подобны в стационарном случае (пунктирные линии) и в возмущенном случае (сплош

ные линии). Кривые для случая наличия и горизонтальной, и вертикальной компонент так

же подобны, но вне вихря наблюдается более эффективный разброс маркеров. На рис. 6.18a

так же изображены аналогичные кривые для случая 𝜅𝑧 = 𝜅. Кривые показывают, что изме

нение значения вертикального коэффициента диффузии приводит только к увеличению или

уменьшению интенсивности выноса жидких частиц из области начального распределения,

но не приводит к каким-либо качественным изменениям.

Можно ввести дополнительную характеристику для оценки деформации эллипсоида –

дисперсию маркеров, изначально находящихся внутри вихря. Дисперсия, в данном случае,

представляет собой меру разбегания маркеров в направлении осей эллипсоида в простран

стве.

𝐷𝑎 =
⟨︀
𝑥𝑎(𝑡)

2⟩︀ ,
𝐷𝑏 =

⟨︀
𝑦𝑏(𝑡)

2⟩︀ ,
𝐷𝑧 =

⟨︀
𝑧(𝑡)2

⟩︀
− ⟨𝑧 (𝑡)⟩2, (6.27)

где ⟨·⟩ – усреднение по пространству, 𝐷𝑎, 𝐷𝑏 – компоненты дисперсии вдоль горизонтальных

осей эллипсоида, 𝐷𝑧 – дисперсия вдоль вертикальной оси эллипсоида, 𝑥𝑎, 𝑦𝑏 – проекции

положения маркеров на полуоси 𝑎 и 𝑏, соответственно.
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В стационарном случае, т.е. в отсутствии хаотического переноса, компоненты дисперсии

растут линейно в соответствии с нормальным законом распределения, который является ре

шением стационарного уравнения адвекции. На рис. 6.18b приведены компоненты дисперсии

вдоль осей эллипсоида в зависимости от времени. Стационарный случай не представлен на

рисунках, так как он соответствует прямым растущим линиям, получаемым из выражения

⟨︀
𝑥𝑎(𝑡)

2⟩︀ =
⟨︀
𝑦𝑏(𝑡)

2⟩︀ = 4𝜅𝑡,⟨︀
𝑧(𝑡)2

⟩︀
− ⟨𝑧 (𝑡)⟩2 = 4𝜅𝑧𝑡. (6.28)

Из рис. 6.18b видно, что данные выражение верны для вертикальной компоненты 𝐷𝑧 в воз

мущенном случае, так как вертикальное движение осуществляется исключительно за счет

диффузии. Аналогичные линейные зависимости имеют место для всех компонент в стацио

нарном случае. Однако горизонтальные компоненты дисперсии не соответствуют нормаль

ному распределению, что отчетливо видно на рис. 6.17c,d.

В отличии от стационарного случая, в возмущенном случае горизонтальные компонен

ты дисперсии имеют заметные особенности. Во-первых, скорость потери эллипсоидом частиц

заметно выше, во-вторых, эта скорость уменьшается нелинейно во времени. Учет вертикаль

ной компоненты диффузии (сплошные линии – 𝜅𝑧 = 2𝜅 и штрихпунктирные – 𝜅𝑧 = 𝜅 на рис.

6.18b) приводит к более явному эффекту насыщения. После нескольких десятков оборотов

вихря, кривые горизонтальной дисперсии перестают отличаться от полученных в отсутствии

вертикальной диффузии. Отсюда можно сделать вывод, что с самого начала возможность

разрушения вихря (в смысле потери им значительного числа завихренных частиц) опреде

ляется адвекцией частиц, уже перешедших через границу вихря во внешний поток за счет

диффузии. После того, как область в непосредственной окрестности вихря вплоть до стацио

нарной сепаратрисы становится насыщенной завихренными частицами, дальнейший перенос

частиц во внешний гиперболический поток осуществляется за счет хаотического переноса.

Этот процесс проходит со значительно меньшими скоростями. Таким образом, частицы, толь

ко что покинувшие вихрь, быстро распространяются внутри сепаратрисной области благода

ря хаотическому переносу, но дальнейший перенос в гиперболическую область существенно

замедляется и осуществляется только благодаря диффузии.

Еще одно наблюдение заключается в том, что несмотря на то, что вихрь теряет свои

завихренные частицы, они остаются долгое время в его окрестности. Таким образом, область,

содержащая вихрь и его окрестность, сохраняет изначальную завихренность долгое время.
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Заключение

Следует отметить, что, несмотря на существенный прогресс в вычислительных мощ

ностях, которые позволяют разрешать мезомасштаб в моделях океанической циркуляции

[584–586], а также в системах спутникого мониторинга океанических масс, которые также поз

воляют оценить интенсивность мезомасштабной динамики [38, 61, 63, 66, 67, 76, 77, 587–589],

многие вопросы, касающиеся динамики эволюции ансамблей мезомасштабных вихрей, могут

решаться только с помощью привлечения подходящих упрощенных динамических моделей.

Это связано, в первую очередь, с практической невозможностью выделить интересующие ди

намические процессы из данных, полученных с помощью численных моделей циркуляции и

данных наблюдений, в связи с тем, что эти данные содержат в себе отпечатки всех масштабов

и процессов, одновременно действующих в океанических потоках [590–595]. В тоже время,

динамические модели изолированных вихрей предоставляют возможность рассмотреть эво

люцию ансамбля вихревых структур и изучать только вихревые взаимодействия. Дополни

тельным стимулом для разработки динамических моделей изолированных процессов служит

тот факт, что анализ многомерных данных, полученных с помощью спутникового мониторин

га или моделей океанической циркуляции, все меньше опирается на статистические методы

линейной статистики (EOF-анализ, регрессионные методы [596, 597] ) и все больше требу

ет новых подходов, основой которых является предположение о существенной нелинейности

взаимодействия когерентных структур. Таким образом, существенная нелинейность рассмот

ренных в диссертации моделей индуцирует многие типичные пространственно-временные

характеристики взаимодействия малого количества изолированных вихревых структур.

В качестве заключения приведем основные результаты работы:

1. Во второй главе рассматривается задача генерации тороидальных вихревых структур

в окрестности изолированных симметричных подводных преград. Показано, что торо

идальный топографический вихрь может появляться в неограниченной баротропной

жидкости в окрестности топографической преграды произвольного кусочно-постоянно

го профиля. В таком вихре, жидкие частицы двигаются по поверхности правильного

тора, периодически опускаясь и всплывая в вертикальном направлении. Интересной

особенностью задачи является то, что физически допустимые значения числа Экма

на могут приводить к появлению множественных тороидальных вихрей в окрестности

изолированных топографических преград.

2. В третьей главе анализируется поведение самодвижущихся вихревых структур - вихре
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вых диполей в баротропной и бароклинной слоистой постановках. Показано, что баро

тропная самодвижущаяся вихревая структура (вихревой диполь) при взаимодействии с

топорафической преградой в неограниченной жидкости без фоновых потоков может со

вершать два типа движения. Первое, нелокализованная динамика, при которой диполь

продолжает свое направленное движение после взаимодействия с топографической пре

градой, при этом траектория движения диполя может быть сильно изменена за счет

взаимодействия с преградой. Второе, локализованная динамика, при которой диполь

начинает колебаться вокруг топографической преграды, при этом диполь периодически

разрушается на два изолированных вихря, а потом снова воссоединяется в самодвижу

щуюся структуру. Бароклинный самодвижущийся диполь (хетон) имеет аналогичные

типы движения: локализованное и нелокализованное. Однако движение хетона более

сложное, в общем случае переход между локализованным и нелокализованным режи

мами происходит хаотическим образом. То есть, захваченный хетон может совершать

непредсказуемое количество оборотов вокруг топографической преграды, в то время

как захват баротроного диполя является регулярным.

3. Четвертая глава посвящена анализу регулярной нерегулярной динамики изолирован

ного вихря при его взаимодействии с прямолинейной границей с особенностью в виде

сектора окружности и наличии фонового потока. Показано, что изолированный вихрь

может быть захвачен округлой выемкой, при этом совершая в ней периодические ко

лебания. При периодическом возмущении внешнего течения, движение вихря в окрест

ности выемки усложняется, начинают появляться нерегулярные траектории движения

вихря. То есть, вихрь может долгое время колебаться в окрестности выемки, после че

го быть вынесенным во внешний поток и продолжить движение вдоль прямолинейной

границы. Также, в простейшей модели динамики двух вихрей за округлой преградой,

показано, что при смещении с их положений равновесия, вихри начинают периодически

колебаться. Такое периодическое движение вихрей играет роль периодического возму

щения для жидких частиц в их окрестности, в результате жидкие частицы хаотически

перемешиваются и переносятся в потоке. Показано, что эффективность перемешива

ния определяется частотами оборота жидких частиц в стационарной конфигурации и

частотой колебания вихрей относительно их положений равновесия.

4. В пятой главе рассматривается эффективность перехода к хаотическому движению

жидких частиц в окрестности двух точечных вихрей произвольных интенсивностей,

помещенных в линейный сдвиговый поток в баротропной жидкости на 𝑓–плоскости.
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В случае, если компоненты линейного сдвигового потока и внешнего вращения гармо

нически меняются с разными амплитудами, показана возможность параметрической

неустойчивости, приводящей к смене типа движения такой двух-вихревой конфигура

ции. В то время как в невозмущенном состоянии, центр завихренности может двигаться

только по эллиптическим (локализованное движение) и гиперболическим (нелокализо

ванное движение) траекториям, параметрическая неустойчивость приводит к спирале

видному движению центра завихренности.

5. Шестая глава посвящена рассмотрению эволюции эллипсоидального вихря в бароклин

ной жидкости с линейным профилем частоты плавучести, помещенного в линейный

деформационный поток. Анализируется совместное влияние детерминированной нере

гулярной динамики и турбулентной диффузии. Показано, что нерегулярная детермини

рованная динамика усиливает поток жидких частиц из ядра вихря во внешнюю область,

что способствует более быстрой потере завихренности вихревой структурой.Показано,

что вынос жидких частиц из ядра вихря происходит неравномерно по пространству

с выделенными направлениями вдоль оси сдвига. Показано, что при наличии верти

кальной компоненты диффузии (которая на порядки слабее по сравнению с горизон

тальными компонентами), ее влияние сравнимо с влиянием горизонтальных компонент,

так как отношение коэффициента вертикальной диффузии к вертикальному линейно

му масштабу имеет тот же порядок, что и отношение коэффициента горизонтальной

диффузии к горизонтальному линейному масштабу.
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49. Kersalé M., Petrenko A. A., Doglioli A. M. et al. Physical characteristics and dynamics of

the coastal Latex09 Eddy derived from in situ data and numerical modeling // J. Geophys.

Res. 2013. Vol. 118. Pp. 399–409.

50. Campbell R., Diaz F., Hua Z. et al. Nutrients and plankton spatial distributions induced by

a coastal eddy in the Gulf of Lion. Insights from a numerical model // Prog. Oceanogr. 2013.

Vol. 109. Pp. 47–69.

51. Bouffard J., Nencioli F., Escudier R. et al. Lagrangian analysis of satellite-derived currents:

application to the North Western Mediterranean coastal dynamics // Adv. Space. Res. 2014.

Vol. 53. Pp. 788–801.

52. Barrier N., Petrenko A. A., Ourmiéres Y. Strong intrusions of the Northern Mediterranean

Current on the eastern Gulf of Lion: insights from in-situ observations and high resolution

numerical modelling // Ocean Dynamics. 2016. Vol. 66. Pp. 313–327.

53. Petrenko A. A., Doglioli A. M., Nencioli F. et al. A review of the LATEX project: mesoscale

to submesoscale processes in a coastal environment // Ocean Dynamics. 2017.

54. Buesseler K. O., Jayne S. R., Fisher N. S. et al. Fukushima-derived radionuclides in the ocean

and biota off Japan // Proc. Nat. Acad. Sci. 2012. Vol. 109. Pp. 5984–5988.

55. Rypina I. I., Jayne S. R., Yoshida S. et al. Drifter-based estimate of the 5 year dispersal of

Fukushima-derived radionuclides // J. Geophys. Res.: Oceans. 2014. Vol. 119. Pp. 8177–8193.

56. Prants S. V., Budyansky M. V., Uleysky M. Y. Lagrangian study of surface transport in the

Kuroshio Extension area based on simulation of propagation of Fukushima-derived radionu

clides // Nonlin. Processes Geophys. 2014. Vol. 21. Pp. 279–289.

57. Shadden S. C., Lekien J. D., F. Paduan, Chavez F. P., Marsden J. E. The correlation between

surface drifters and coherent structures based on high-frequency radar data in Monterey

Bay // Deep Sea Res. II. 2009. Vol. 56. Pp. 161–172.

58. Rypina I. I., Kirincich A. R., Limeburner R., Udovydchenkov I. A. Eulerian and Lagrangian

Correspondence of High-Frequency Radar and Surface Drifter Data: Effects of Radar Reso

lution and Flow Components // J. Atmos. Oceanic Technol. 2014. Vol. 31. Pp. 945–966.

59. Berta M., Bellomo L., Magaldi M. G. et al. Estimating Lagrangian transport blending drifters

http://dx.doi.org/10.1002/2015JC011569
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.1118574109
http://dx.doi.org/10.1063/1.4927830
http://dx.doi.org/10.1029/2012JC008229
http://dx.doi.org/10.1029/2012JC008229
http://dx.doi.org/10.1016/j.pocean.2012.09.005
http://dx.doi.org/10.1016/j.asr.2013.12.020
http://dx.doi.org/10.1007/s10236-016-0921-7
http://dx.doi.org/10.1007/s10236-017-1040-9
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.1120794109
http://dx.doi.org/10.1002/2014JC010306
http://dx.doi.org/10.5194/npg-21-279-2014
http://dx.doi.org/10.1016/j.dsr2.2008.08.008
http://dx.doi.org/10.1175/JTECH-D-13-00146.1


189

with HF radar data and models: Results from the TOSCA experiment in the Ligurian Current

(North Western Mediterranean Sea) // Prog. Oceanogr. 2014. Vol. 128. Pp. 15–29.
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