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Аннотация
Для численного исследования резонансных колебаний в акваториях 

Японского моря применяется модель, основанная на линеаризованной от-
носительно основного состояния покоя системе уравнений мелкой воды в 
сферической системе координат с учетом периодического внешнего воздей-
ствия и трения о дно. Разностные аналоги уравнений модели построены на 
нерегулярной треугольной сетке. Расчеты резонансного отклика модельно-
го водоема производятся для последовательностей значений частоты при 
заданном распределении амплитуды вынуждающей силы. Вычислительная 
область включает акваторию Японского моря, в модельных проливах заданы 
условия излучения. Цифровой рельеф дна прибрежной зоны залива Петра 
Великого построен на основе морских навигационных карт. Для остальной 
части вычислительной области применяются данные ETOPO1. С примене-
нием численной модели изучены резонансных своств акватории залива На-
ходка, являющегося полузамкнутым водоемом с широким входом. Были по-
лучены наборы пространственно-временных параметров для вынужденных 
колебаний, представляющих собой отклики на периодические ветровые воз-
действия. Проведено сравнение результатов вычислений с результатами на-
турных наблюдений с автоматизированного поста Находка сети наблюдения 
за уровнем моря российской службы предупреждения о цунами. . Численная 
модель позволяет получить данные о колебаниях уровня в бухтах Находка и 
Врангеля, в которых расположены многочисленные портовые сооружения. 
Представленная численная модель может быть применена при планирова-
нии размещения измерителей в натурных экспериментах, интерпретации и 
анализе результатов

Ключевые слова: резонансные колебания, свободная поверхность, море, 
спектральный анализ, численная модель.
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Abstract
A numerical model is used for the study of resonance oscillations in the waters 

of the Sea of Japan. The model is based on a shallow water system linearized with 
respect to the ground state of rest in a spherical coordinate system, taking into 
account external periodical wind influence and bottom friction. Finite-difference 
analogues of the model equations are built on an irregular triangular grid. The 
resonance response of a model reservoir is calculated for sequences of frequency 
values for a given distribution of the driving force amplitude. The computational 
domain includes the waters of the Sea of Japan. Radiation conditions are specified 
in model straits. The digital relief of the bottom of the coastal zone of Peter 
the Great Bay is based on marine nautical charts. For the rest of the computing 
domain, ETOPO1 data is applied. With using the numerical model, the resonance 
properties of the water area of the Nakhodka Bay, which is a semi-enclosed body 
of water with a wide entrance, are studied. Sets of spatio-temporal parameters for 
forced oscillations were obtained, which are responses to periodic wind effects. 
A comparison of the results of calculations with the results of field observations 
from an automated post of a network for monitoring the sea level of the Russian 
tsunami warning service is carried out. The numerical model provides data on 
level fluctuations in the bays of Nakhodka and Wrangel, in which numerous port 
facilities are located. The presented numerical model can be applied in planning 
the placement of meters in field experiments, interpretation and analysis of the 
results.

Keywords: resonant oscillations, free surface, sea, spectral analysis, numerical 
model.
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Введение

Обеспечение безопасности населения и инженерных сооруже-
ний в прибрежных районах требует знания волновых режимов и ре-
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зонансных свойств прибрежных акваторий, поскольку резонансное 
усиление колебаний уровня моря при определенных условиях может 
привести к катастрофическому увеличению амплитуды колебаний 
[12, 13]. В данной работе объектом исследования являются длинно-
волновые колебания уровня, регистрируемые в прибрежных аквато-
риях залива Петра Великого Японского моря. В настоящее время име-
ются многолетние данные с автоматизированных постов российской 
службы предупреждения о цунами [8] и относительно короткие ряды 
данных экспедиционных измерений, например, [2, 3, 4, 7]. Решение 
проблемы исследования колебаний с интерпретацией результатов 
измерений включает в себя получение пространственно-временных 
параметров этих колебаний при помощи математических моделей. 
Наиболее широко применяются модели, основанные на уравнениях 
мелкой воды. В самом простом случае рассматриваются собственные 
колебания системы, когда диссипативные эффекты и внешние воздей-
ствия не учитываются. С применением такого подхода исследованы 
пространственные параметры ряда колебаний в заливе Петра Велико-
го, изложенные в работах [2, 5, 6]. Известным ограничением моделей 
без диссипации является возможная переоценка значений амплитуды 
в мелководных прибрежных зонах. Кроме того, большие затруднения 
с интерпретацией данных измерений, очевидно, связаны с отсутстви-
ем учета влияния внешних воздействий на значения амплитуд соб-
ственных колебаний в таких  моделях. 

В данной работе рассматриваются различные аспекты примене-
ния численной модели мелкой воды на нерегулярной треугольной 
пространственной сетке, с учетом трения о дно и периодического 
по времени внешнего воздействия. Такой подход позволил, напри-
мер, исследовать резонансные колебания с интерпретацией результа-
тов измерений, выполненных в восточной части залива Посьета [7]. 
Необходимо отметить, что полученные в [7] результаты могут быть 
объяснены влиянием резонансных свойств акватории бухты Троицы, 
характеризующейся относительно узким входом. В данной работе 
исследуются пространственно-временные параметры резонансных 
колебаний в заливе Находка, характеризующемся относительно ши-
роким входом и расположенным в восточной части акватории залива 
Петра Великого Японского моря.
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Уравнения модели

Для расчета вынужденных колебаний использовалась спектраль-
но-разностная модель, основанная на системе дифференциальных 
уравнений теории приливов. Уравнения движения содержат описание 
периодического во времени ветрового воздействия, вязкое трение о 
дно учитывается в виде линейной зависимости от компонентов ско-
рости с коэффициентом rB: 

=
cos

Bu g rfv u F
t a H

λ∂ ∂ζ
− − − +

∂ ϕ ∂λ
,      = Bv g rfu v F

t a H
ϕ∂ ∂ζ

+ − − +
∂ ∂ϕ

, 

1 cos = 0
cos

Hu Hv
t a

 ∂ζ ∂ ∂ ϕ
+ + ∂ ϕ ∂λ ∂ϕ 

,

( ) ( )1 2, cos , sinF F t F tλ λ λ= λ ϕ σ + λ ϕ σ ,   

( ) ( )1 2, cos , sinF F t F tϕ ϕ ϕ= λ ϕ σ + λ ϕ σ ,

где a  средний радиус Земли; λ  и ϕ  географические долгота и широта; 
t  время; g  ускорение силы тяжести; H  глубина невозмущенного слоя 
жидкости; u и v  компоненты вектора скорости вдоль направлений λ  
и ϕ соответственно; ζ  высота свободной поверхности в невозмущен-
ном положении; f  параметр Кориолиса; Fλ и Fϕ  компоненты внешне-
го воздействия; σ  частота. На твердой вертикальной границе Γ задано 
условие непротекания

= 0n u n vλ ϕ

Γ
+ ,

где nλ и nϕ  компоненты вектора нормали к границе. На жидких 
боковых границах заданы условия излучения [11]. Резонансный 
отклик акватории рассчитывается для заданных значениях частоты 
и распределения амплитуд внешнего воздействия. Решения ищем в 
следующем виде:

1 2cos sinu u t u t= σ + σ ,     1 2cos sinv v t v t= σ + σ ,    

1 2cos sint tζ = ζ σ + ζ σ ,
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где u1, u2, v1, v2, ζ1 и ζ2 не зависят от времени. В комплексных 
переменных

1 2U u i u= + ,     1 2V v i v= + ,     1 2iΖ = ζ + ζ ,     1 2CF F i Fλ λ λ= + ,    

1 2CF F i Fϕ ϕ ϕ= +

уравнения и граничное условие модели принимают следующий вид:

=
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B
C
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a H
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Основные положения процедуры построения нерегулярной тре-
угольной сетки изложены в работе [3]. При построении разност-
ных аналогов уравнений модели на треугольной сетке применяется 
метод конечного объема. С применением пакета линейной алгебры 
SuperLUMT [10] численно решается система линейных уравнений 
для сеточных функций Um и Vm и Zn,, в которых правые части зависят 
от вынуждающей силы. В результате, получаются соответствующие 
заданным частотам пространственные распределения комплексных 
амплитуд колебаний уровня и компонент скорости. 

Расчет резонансных колебаний

В данной работе представлены результаты изучения свойств ре-
зонансных колебаний в заливе Находка с применением спектраль-
но-разностной модели и натурных данных с автоматизированного 
поста Находка сети наблюдения за уровнем моря российской служ-
бы предупреждения о цунами. Залив Находка представляет собой 
полузамкнутый водоем с широким входом. Чтобы уменьшить влия-
ние применяемых условий на жидких границах, в данной работе в 
вычислительную область включена вся акватория Японского моря. 
В модельных проливах заданы условия излучения. Цифровой релье-
фа дна прибрежной зоны залива Петра Великого построен на основе 
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морских навигационных карт [1]. Для остальной части вычислитель-
ной области применяются данные ETOPO1 [9]. Во всей расчетной 
области размер сторон треугольников сетки около береговой линии 
равен 30 м. По мере удаления о береговой линии размер сторон тре-
угольников сетки увеличивается вплоть до значения, равного 4  км. 
Параметры вынуждающей силы в уравнениях модели были заданы 
следующими выражениями:

( )sinC
AF B r
H

λ τ= θ ,      ( )cosC
AF B r
H

ϕ τ= θ ,    

( )
1

1
1 0

0

0

1,
1 1 cos ,
2 2

0,

r r
r rB r r r r
r r

r r

 ≤


−= + π < < −
 ≥

где Aτ  амплитуда ветрового напряжения; θ  азимут направления дей-
ствия вынуждающей силы; r ≡ r(λ0,ϕ0;λ,ϕ)  расстояние между точка-
ми с координатами (λ0,ϕ0) и (λ,ϕ). Для каждого заданного значения σ 
решения вычисляются для северного (θ = 0) и восточного (θ = π/2) 
направлений. Направлению с произвольным θ соответствует линей-
ная комбинация этих двух решений с весами cos θ и sin θ соответ-
ственно. Расчеты резонансного отклика акватории проведены при 
rB = 2×10-5 м/с, r0 = 105 км, r1 = 100 км, λ0 = 132,95°E и ϕ0 = 42,7°N. Та-

ким образом, внешние 
силы воздействуют 
только на залив На-
ходка и прилегающие 
акватории. На рис. 
2 показана норми-
рованная модельная 
резонансная кривая 
для случая зонально-
го направления ветра. 
Для сравнения, на 
рис. 1 показан график 
осредненной спек-
тральной плотности Рис. 1 Осредненная спектральная плотность мощности
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Рис. 2 Модельная резонансная кривая

мощности [см2⋅мин], 
вычисленной по дан-
ным натурных изме-
рений [6]. 

На рис. 1 отчет-
ливо выделяются 
группы пиков с пери-
одами в окрестностях 
28, 37, 40 и 70  мин. 
Этим группам соот-
ветствуют группы 
максимумов модель-
ной резонансной кри-
вой 2. Следует отме-
тить, что группы пиков на рис. 1 существенно превосходят по ширине 
соотвествующие группы пиков модельной резонансной кривой на 
рис. 2. По-видимому, это связано с влиянием местоположения обла-
сти ветрового воздействия. В качестве примера колебания, слабо про-
являющегося в результатах измерений на станции Находка, на рис. 
3а и 3б в географических координатах λ и ϕ показаны распределения 
амплитуды колебаний с периодами 25.94 мин по акватории залива На-
ходка для случаев меридионального и зонального направления ветро-
вого воздействия. В районе станции Находка (42.8°с.ш., 132.92°в.д.) 
амплитуды данных колебаний имеют малые значения, что показывает 

a)                                                                        б)
Рис. 3   Распределения амплитуды колебаний с периодом 25.94 мин для 

меридионального (а) и зонального (б) ветрового воздействия
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необходимость привлечения математических моделей при планирова-
нии размещения дополнительных регистраторов уровня моря. Отме-
тим, что колебание с данной частотой проявляется в бухте Врангеля 
только в случае зонального направления ветра. 

Заключение

В данной работе представлены результаты изучения свойств ре-
зонансных колебаний в заливе Находка с применением спектраль-
но-разностной модели и натурных данных. Получены наборы про-
странственно-временных параметров для вынужденных колебаний 
в виде отклика на локальные ветровые периодические воздействия. 
Расположение пиков на модельных резонансных кривых соответ-
ствует хорошо выраженным максимумам энергетического спектра по 
данным натурных измерений, что указывает на резонансный характер 
этих максимумов. 

Представленная численная модель может быть применена при 
планировании размещения измерителей в натурных экспериментах, 
интерпретации и анализе результатов измерений, при подготовке сце-
нариев вычислительных экспериментов по изучению резонансных 
колебаний с применением более сложных численных моделей: выбо-
ра вида и параметров внешнего воздействия, задания близких к резо-
нансу начальных условий. 

Исследование было частично поддержано Программой прези-
диума РАН по разделу «Фундаментальные проблемы решения слож-
ных практических задач с помощью суперкомпьютеров», проектом 
№ 18-5-064 и проектом 0262-2018-0001. Численные результаты были 
получены с использованием оборудования ЦКП «Дальневосточный 
вычислительный ресурс» в ИАПУ ДВО РАН.
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